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Lehrstuhl fiir Elektrische Maschinen und Messungen, der Technischeu Universitat, Budapest 


(Eingegangen am 5. Mai 1958) 


Die Theorie der Stromverdringung in den in Nuten angeordneten hohen 
Leitern und der dadurch verursachten zusatzlichen Verluste ist aus der 
Literatur im allgemeinen bekannt. Die Lésung fiir die offene Nut mit paral- 
lelen Wanden wurde durch A. B. FreLp[1] gegeben. Die elegante, aber auBer- 
ordentlich knappe Arbeit von FIELD wurde in einer eingehenderen und in 
ihrer 4uBeren Form modifizierten Behandlung von EMDE wiederholt [2, 3, 4]. 
Die fiir Ingenieure verstandliche Ableitung der Formeln von FIELD und 
EmpE sowie ihre einfache Deutung und der Begriff der kritischen Héhe wurden 
im Jahre 1913 von Rocowsk1 im »Archiv fir Elektrotechnik« gegeben [5]. 
Im selben Jahrgang hat RicuTeR den experimentellen Beweis der FreLpschen 
Formeln mitgeteilt [6]. Als Grundlage fiir die tiblichen allgemein bekannten 
Ausdriicke und Berechnungsmethoden kann der Aufsatz von Rocowsk1 
betrachtet werden. Dieser Aufsatz sowie die Abhandlungen von EMDE haben 
in der deutschen Fachliteratur das weitere Schicksal der Lésung dieser Frage 
ungefahr bestimmt. Von einigen graphischen Methoden abgesehen ist es der 
Weg der mathematischen Lésung von Differentialgleichungen, der zu genauen, 
aber auBerst verwickelten Gleichungen fiihrt, den die Praxis unter der An- 
wendung von Kurven itbernimmt. Durch die Kurven werden in der Regel 
die Faktoren der Widerstandszunahmen und der Reaktanzabnahmen ange- 
geben. 

Die schwerfallige graphische Lisung der Nut von beliebiger Form hat 
Kramer im Jahre 1931 gezeigt [8]. Die Berechnung von zahlreichen Nutform- 
varianten fir Doppelkafige und Tiefnuten hat im Jahr 1933 ScHUISKY in sei- 
nem grundlegenden Artikel gegeben [9]. Die Lésungen sind hierbei in vielen 
Fallen Naherungen und ergeben recht komplizierte Ausdriicke. Die Ergebnisse 
wurden nur in einigen stark bedingten Fallen in Kurven aufgetragen. Die 
mathematische Lésung der trapezformigen Nut entstand im gleichen Jahr 
auf Grund der Arbeit von LarBiE [10], die ebenfalls im »Archiv fur Elektro- 
technik« erschienen ist. Die Kurven von LarsLE sind — mitunter verbessert — 
auch in Nirnpercs Buch [21] anzutreffen. Sie wurden fir L-formige Nuten 
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in mehreren Fallen von Z. LENGYEL und vom Institut fir Konstruktion von 
elektrischen Maschinen (VIFOTI) berechnet [13, 14]. 

In Ungarn befaBten sich O. Rétuy [11], D. OrLteEY und G. JEKEL- 
FALuSSY [12], L. Szity [19] sowie das Institut fiir Konstruktion von elektri- 
schen Maschinen [13] und Z. LencYEt [14] mit den Doppelkafiglaufermotoren. 
Die in der Praxis allgemein iibliche Behandlung, bei der die eigene Strom- 
verdraingung der einzelnen K&afige im allgemeinen vernachlassigt wird, gehort 
nicht in den Rahmen dieser Veréffentlichung. Uber die Einzelheiten des 
Arbeitsdiagramms berichtet P. K. KovAcs in seinem Werk (Betriebslehre 
elektrischer Maschinen). 

Unter Zugrundelegung der angefiihrten Abhandlungen ist die Berech- 
nung von vielen in der Praxis angewandten Nutformen noch ungelést oder 
stéBt auf Schwierigkeiten. Erstens ist itberhaupt keine Lésung bekannt, z. B- 
fiir Nuten, die auch aus Kreisbégen zusammengesetzte Abschnitte enthalten, 
zweitens sind keine zuginglichen Kurven vorhanden, z. B. fir die sich nach 
unten zu verjingende Trapezform und fiir die beliebigen Verhialtnisse der Hohe 
zur Breite bei L-férmigen Nuten, drittens enthalten die bhekannten und be- 
nutzten Lésungen derartig zwangsmaBige, oft unzulassige Vernachlassigungen, 
z. B. beim gewohnlichen oder gegossenen Doppelkafigstab, wobei die eigene 
Stromverdrangung der unteren und oberen Stabe oder die Wirkung des Streu- 
steges zwischen den beiden Kafigen unbeachtet bleibt. AuRerdem verschwindet 
bei der Anwendung der Kurven und in den auferordentlich verwickelten For- 
meln das physikalische Bild ganzlich und somit besitzt maa bei der Berechnung 
keinen einfachen richtunggebenden, anschaulichen Stiitzpunkt, der die Uber- 
sicht der qualitativen Verhaltnisse erméglichen wiirde, denn abgesehen von 
den einfachsten Formen wird das durch die grofe Zahi der Veranderlichen 
unmdéglich gemacht. 

SchlieBlich besteht auBer der langwierige und schwerfallige Methode 
KRAMERS nach Kenntnis des Verfassers kein einziges einfaches Verfahren, mit 
dessen Hilfe man die Stromverteilung der Nut feststellen kénnte, obwohl dies hin- 
sichtlich der Bestimmung der AnlaBerwirmung von groBer Bedeutung ist. 

Kinzelheiten des unten beschriebenen, fiir sehr viele Falle anwendbaren, 
einheitlichen und auBerst einfachen Verfahrens kann man in der amerikanischen 
Fachliteratur aus den Jahren 1951—1953 verstreut finden [15, 16]. Allerdings 
wird darin meistens nur je eine Formationsgruppe behandelt, wobei mehrere 
(in vorliegender Abhandlung im weiteren erdrterte) Nutformen, die Festlegung 
eines allgemeinen Berechnungsprinzips sowie die Systematisierung fehlen bzw. 
vernachlassigt werden. Ebensowenig wird die Berechnung der Stromyerteilung 
besprochen. 

Das Grundprinzip des nachstehenden Verfahrens besteht darin, daB die 
Berechnung der Nuten auf die stark entwickelte Theorie der Leitungen zu- 
ruckgefiihrt wird und die dabei tiblichen Methoden Anwendung finden. Somit 
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gelangt dieses Verfahren zu auffallend einfachen Ausdriicken und zu einer 
halbgraphischen Berechnungsweise, die fiir die verschiedensten Strom- 
verdrangungsformen véllig einheitlich sein kann. Sie eignet sich sowohl zur 
Bestimmung der Impedanz als auch der Stromverteilung. Die in der Theorie 
der Leitungen gut entwickelten Diagramme der komplexen Hyperbelfunktionen 
werden weitgehend benutzt. In Form der vorlaufenden und reflektierten 
Wellen stiitzt sich das Verfahren auf ein anschauliches und das Denken sehr 
erleichterndes physikalisches Bild, in der Ersatzschaltung hingegen auf eine 
einfache Berechnungsgrundlage. Ein weiterer Ausbau und eine Bereicherung 
des Verfahrens wird durch die sich in unseren Tagen stiirmisch entwickelnde 
Mikrowellentechnik erméglicht. 

Doch mu bemerkt werden, daB — wie aus dem Folgenden erhellt — 
die Theorie der Leitungen lediglich zur Weiterentwicklung bzw. tiefgriindi- 
geren Erwagung des Verfahrens notwendig ist, nicht aber zu seinem prakti- 
schen Gebrauch. Unter der formalen Anwendung der Beziehungen in den 
gezeigten Beispielen 1a8t sich die Berechnung in beliebigen Fallen ohne jede 
Schwierigkeit durchfiihren, selbst wenn man die als Grundlage des Verfahrens 
dienende Theorie der Leitungen nicht kennt. 


I. Die Berechnung der Impedanz 


Fiir den Strom und die Spannung eines Leiters von beliebigem Quer - 
schnitt, der in die Nut genau eingepaBt wurde, gelten die Differentialgleichungen 


(vgl. genaue Anfiithrung im Fachschrifttum [1—5, 10, 15] usw.). 
Fir zeitlich sinusférmig veranderlichen Gréfen kann man anschreiben: 
l 
pasty Sa jop =I 
Ox ol Ox C 
Diese Differentialgleichungen weisen mit den Differentialgleichungen 


der Leitungen [17, 561] 


Ae ited dee 


zi 
Ox o Ox 


eine vollstandige Ahnlichkeit hinsichtlich ihrer Form auf. 

Die Analogie erméglicht, da viele Aufgaben unter Anwendung der gut 
ausgearbeiteten Theorie der Leitungen lésbar sind und daf} man mit Hilfe 
der anschaulicheren Bilder der Leitungen zu denken vermag. 


1* 
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Aus dem Vergleich geht klar hervor, daB bei in Nuten untergebrachten 
Leitern die Ausdriicke 


l c 
Birdy Oars bzw. eran 


der spezifischen Langsimpedanz der F ernleitung bzw. ihrer spezifischen Quer- 
admittanz entsprechen. z ist die Reaktanz der Einheitshéhe der Nut (oder der 
Stabes), 1/y bedeutet den Widerstand ihrer Einheitshéhe. 


c 


a) Db) c) 
Abb. I 


Entsprechend der Ahnlichkeit soll in der Folge 


r 


a ital | - OL 
y= Vay =| na 2 


bzw. 


sein. Man kann das y relative Ubertragungsma8 (Fortpflanzungsma®B 
oder Fortpflanzungskonstante) der Nut, yh das Ubertragungsma® der Nut, 
Zy die charakteristische Impedanz (Widerstand) der Nut, den reellen bzw. 
imaginaren Teil des Ubertragungsmafes g = yh = ah + jfh =a + jb die 
Dampfung bzw. Winkelma® (Phasendrehung), a und f relative Dampfung 
(Daimpfungskonstante oder Dampfungsbelag) und relatives WinkelmaB 
(Phasenkonstante oder Phasenbelag) der Nut oder des Stabes nennen. 


A) Der rechteckige Stab 


In obigen Ausdriicken kénnen sowohl 0 als auch c Funktionen der Héhe 
x sein. Der spezifische Widerstand o@ andert sich in der Praxis héchstens je 
Abschnitt und ist innerhalb eines Abschnittes konstant. Diese Anderung von 
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o 1aBt sich durch sinngemaéBe Anwendung der spateren Feststellungen leicht 
berticksichtigen. Deshalb wird in der Folge angenommen, daB o = konstant ist. 

Bei der Nut mit parallelen Wanden (Abb. -1) ist auch c konstant und 
entspricht véllig der homogenen Leitung [17, Kap. IX]. In der Folge kann man 


Abb. 3 Abb. 4 


auch die Berechnung der Impedanz von Rechteckleitern von der Theorie der 
Leitungen tbernehmen. Die Anderung der Eingangsimpedanz einer kurz- 
geschlossenen, im Leerlauf befindlichen bzw. mit einer beliebigen Impedanz 
Z, belasteten homogenen Leitung mit Verlust ist — fiir den Fall einer reellen 
charakteristischen Impedanz — in Funktion der Lange der Abb. 2 zu ent- 
nehmen. 

Setzt man die Héhe des in der Nut gebetteten Leiters auf Null herab, 
so steigt sein Widerstand bis ins Unendliche, indessen seine Reaktanz auf Null 
sinkt. Er ist also der Leerlaufleitung Aquivalent und seine Impedanz andert 
sich iiber der Héhe ebenso wie die in Abb. 3. In Abb. 1b wurde neben dem 
Leiter auch die homogene Leerlaufleitung symbolisch eingetragen. Falls uns 
nur die Gesamtimpedanz des Nutabschnitts interessiert, kann diese Abb. le 
gem4B durch die aquivalente T-Schaltung ersetzt werden. Der Phasenwinkel 


172 J. RETTER 


der charakteristischen Impedanz des Leiters betragt 45° und ist induktiven 
Charakters. ; 

Die Impedanz der homogenen Leitung ist an einer beliebigen Stelle das 
Verhiltnis der dort auftretenden Spannung zum dort herrschenden Strom. 
Man kann sowohl die Spannung als auch den Strom als die Summe einer 
sich gegen das Ende der Leitung zu forthewegenden und einer reflektierten 
Welle auffassen. Werden die sich vorwartsbewegenden Wellen mit positivem, 
die reflektierten Wellen mit negativem Vorzeichen versehen, sodann alle mit 
Werten, die am Ende des Leiters bestehen, ausgedriickt und wird auSferdem 
die veranderliche Linge der Leitung, vom Ende der Leitung gerechnet, mit 
x bezeichnet, so folgt : 


UP EUs 2 Uf ee pUse § UP (Ue 


th 0 Vet Pine I 14 (fi) e2* 


Das Verhdltnis der reflektierten und anfallenden Spannungen bzw. 


Stréme am Ende der Leitung ist der Reflexionsfaktor [17, 575]: 


Gs i 
ne e e 
r, = 5 re = — — . 


U. I, 


Die mit der Beziehung 


definierte komplexe Zahl g, kann man als das »UbertragungsmaB« der Last- 
impedanz bezeichnen. Somit kann man mit der Verallgemeinerung des Re- 
flexionsfaktors bzw. des Begriffs des UbertragungsmaBes den Wert 


r = —e 2 (7X+ Se) 


den auf einen beliebigen Punkt x der Leitung bezogenen Reflexionsfaktor, 


die komplexe Zahl 


8 = 4p +7 by SS 5.8 ipa 


hingegen das Gesamt- oder EingangsiibertragungsmaB der Last und der 
Leitung nennen. dy) bezeichnet die Gesamtdimpfung — Eingangsdampfung — 
b, hingegen die Gesamtphasendrehung — Kingangsphasendrehung. 

Daraus folgt unter Beriicksichtigung von U;/I, = Z,: 


ee 
l—r 1 + e- 28 


ltr ih 3 255 
Z—Z, : = Z)th g,. 
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Die Beziehung Z = Z, thg, ist die Grundlage fiir unsere weiteren Berech- 
nungen. Der auf die charakteristische Impedanz bezogene (»normalisierte«) 


Wert der Impedanz 


Z 
—— =th 
Z 8 


0 


kann am einfachsten dem th-Diagramm —- dem bipolaren Kreisdiagramm — 
entnommen werden. 


Wl 


X/Ly 


Abb. 5 Abb. 6 


Die im Diagramm mit den Werten a, = konstant bzw. b, = konstant 
gekennzeichneten Kurven (deren Ableitung unter [18,187] zu finden ist) sind 
Kreise, deren Mittelpunkte auf den Achsen R/Z) baw. X/Z) liegen (Abb. 5). 
Das Diagramm wird folgendermafen angewandt : Bei einer kurzgeschlossenen 
Leitung ist der Reflexionsfaktor am Ende der Leitungr, = —1 und somit 
wird g, = 0 sein, es gilt also: g, = g = yx = ax + jBx = a-+ jb. Entspre- 
chend wird die Eingangsimpedanz einer kurzgeschlossenen Leitung von der 
Lange J durch den Schnittpunkt der Kreise al = konst. und fl = konst. 
bestimmt (Abb. 5). Ist die Leitung nicht kurzgeschlossen, sondern wurde sie 
an irgendeine Lastimpedanz Z, gelegt, so sucht man im Diagramm den zu Z, 
beigeordneten Punkt aus und liest die ihm zugehérigen Werte a, und 6, ab 
(Abb. 6). Die Eingangsimpedanz kann beim Schnittpunkt der Kreise a, + 
+ al = konst. und b, + fl = konst. gewonnen werden. 

Der uns interessierende Reflexionsfaktor der leerlaufenden Leitung ist 


am Leitungsende r, = 1. Aus der Beziehung 
1 = e— ~2% Jab. 


folgt : 
a= 0 und bp == 90°. 
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Es gilt also: 


Z ee 
est hh (y x + ja/2). 
Ly 


Die Impedanz Z/Z, des Rechteckstabes, die auf die charakteristische 
Impedanz bezogen wurde, ]4Bt sich also in einer beliebigen Héhe x im Dia- 
gramm in dem Punkt finden, der durch die Werte ax und 2/2 + Bx gekenn- 
zeichnet ist. Ware die charakteristische Impedanz reell, so wiirden die Dia- 


06 
eae 
os ea 


gramme Z/Z, auch die Anderung der Nutimpedanz in Abhangigkeit der Hiéhe 
zeigen. Da aber der Phasenwinkel der charakteristischen Impedanz der Nut 
45° betragt, erscheint die Abbildung Z(x) auf dem Diagramm Z/Z, um das 
Verhaltnis Z/Z) verandert und um 45° gedreht. 

Zu der wie vorstehend berechneten Impedanz ist auch die Reaktanz 
der Nutéffnung 


Xy =joL, 


zu addieren. Ly ist die der magnetischen Leitfahigkeit der Nutéffnung ent- 
sprechende Induktivitat. Im weiteren wird die Berechnung der Reaktanz der 
Nutéffnung, auBer acht gelassen, da ihre Beriicksichtigung mit keinen Schwie- 
rigkeiten verbunden ist. 

Das gesamte th-Diagramm wurde in Abb. 7 eingetragen. Um die Berech- 
nung bequemer zu gestalten, wurde b nicht in Graden, sondern in Radianen 
angegeben. Die nachstehenden Beispiele wurden naturgemaB mit Hilfe von 
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bedeutend gréBeren Diagrammen mit dichteren Unterteilungen zusammen- 
gestellt. 


Beispiel 7. Die Angaben eines Rechteckstabes sind : 
h = 30mm, c=3mm,/1= 0,1 m, 0 = 0,02 ohm Mim ast pa Os 


Die Fortpflanzungskonstante und die charakteristische Impedanz des 
Stabes sind mit diesen Angaben bei den Schliipfen von s = 1 und s = 0,25, 


1049 


05 110742 
Abb. 8 


y = 0,0993 + 70,0993 mm 
Zy = (0,662 + 7 0,662) 10-4 Q 
y = 0,0496 + 70,0496 mm—! | 
Z) = (0,331 + 70,331) 10-4 2 
Widerstand und Reaktanz des Stabes sind bei gleichmafiger Strom- 


verteilung : 
R, = 0,222 -10-42, Xs = 1315-10-42. 


Die Berechnung der Impedanz des Stabes in verschiedenen Héhen kann 
fiir die angefiihrten beiden Schlupfwerte den Tab. I und II, die Anderung der 
Impedanz in Abhangigkeit von der Héhe fiir die beiden Falle der Abb. 8 ent- 
nommen werden. Im allgemeinen wird nur die Impedanz des ganzen Leiters 
benétigt, nicht aber ihre Anderung in Abhangigkeit der Hohe. Letztere wurde 
an dieser Stelle lediglich im Interesse einer besseren Ubersicht der VerhAltnisse: 
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und eines Vergleichs der einzelnen Stabformen gezeigt. Die einzelnen Schritte 
der Berechnung der Gesamtimpedanz wurden in allen Tabellen hervorgehoben. 
Um die gewohnte Funktionsdarstellung in der Abbildung beizubehalten, wurde 
die induktive Reaktanz nicht wie iiblich (vgl. mit [22,244]), sondern davon ab- 
-weichend, also nicht links, sondern rechts angegeben. 


(a 
Abb. 9 


Die Impedanz des ganzen Stabes betragt bei s=1, Z= (0,669 + 
+ 70,671)- 10-4 Q, die Widerstandzunahme bzw. die Reaktanzabnahme 
betragen also k, = 3,01 und k, = 0,511. Die gleichen Werte ergeben sich 


unter Zugrundelegung der Diagramme NURNBERGs (vgl. mit [21,220]) beim 
Wert § = 2,96, zu k,= 2,99 und k, = 0,513. Auf den Schlupf s = 0,25 
bezogen gilt: k, = 1,367 bzw. k, = 0,898, wahrend wiederum auf Grund 
der Nirnspercschen Diagramme k, = 1,37 bzw. k, = 0,892. 


In Gegeniberstellung zu den bisherigen erfordert die Anwendung des 
Smituschen Diagramms etwas mehr Berechnungsarbeit und ist auch etwas 
umstandlicher. Dank seiner auferordentlichen Verbreitung aber ist es in einem 
geniigend groben Exemplar leichter zuginglich. 

Durch das Smirusche Diagramm wird ebenfalls ein Zusammenhang zwi- 
schen r und Z/Z, dargestellt. r kann dem Diagramm in orthogonalen oder 
polaren Koordinaten entnommen werden (Abb. 9a). Die Kurven R/Z, = 
= konst. und X/Z) = konst. sind Kreise ; die Mittelpunkte der ersten liegen 
auf der reellen Achse und die Kreise gehen durch den Punkt +1 hindurch 
(Abb. 9b), wahrend sich die Mittelpunkte der letzteren auf der Horizontalen, 
die zum Punkt +1 gezogen wurde, befinden. Im Diagramm ist der Bereich, 
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Tabelle I 


——il 
SN PE Ges : 


mm Z/Zy Z/10-4 Q 

3 0,296 + 7 1,866 1,8 —j1,58 2,237 + 70,145 

6 0,596 + 7 2,166 Li —j0,65 1,158 + 7 0,298 

9 0,894 + j 2,464 0,885 —j 0,297 | 0,783 + 7 0,389 
12 1,191 + j 2,761 0,87 —j0,1l 0,649 + 7 0,503 
15 1,49 +7 3,06 0,905 —j 0,012 | 0,588 +7 0,604 
18 1,787 + j 0,217 0,95 + 70,025 | 0,602 -+ 70,646 
21 2,084 +- 7 0,514 0,988 +- 7 0,026 0,638 +- 7 0,67 
24 2,387 + 7 0,812 1 + j 9,017 0,651 + 7 0,673 
27 2,681 + j 1,111 1,01 + 70,012 | 0,66 +7 0,676 
30 2,96 +7 1,39 1,012 +; 0,002 | 0,669 + ; 0,671 


Tahelle II 
“ s = 0,25 
mm Z/Zo Z/10-4.Q 
3 
6+ 1,8 — 71,58 1,119 + 7 0,073 
9 
13-4 1 70.65 0,579 + 70,149 
1S 
18 0,885 — 7 0,297 0,391 + 7 0,195 
21 
242) 0.87a—j 0,11 0,324 + 7 0,252 
27 
30 | 0,905 — ; 0,012 0,3035 -|- j 0,295 


der innerhalb des Kreises vom Halbmesser r = | liegt zu sehen. Die Werte 
R/Z, = konst. kénnen langs der vertikalen Achse, die durch den Mittelpunkt 
hindurchgeht, die Zahlenwerte X/Z,) = konst. langs des Kreises r= 1 ab- 
gelesen werden. An der AufSenseite des Kreises r = 1 ist eine b, entsprechende 
Gradeinteilung gezeigt. Man kann also hier den Winkel von r suchen. Die 
Koordinaten von r sind im Diagramm nicht eingetragen. Der Vektor von r 
wird vom Benutzer des Diagramms von Fall zu Fall eingezeichnet. 

Bei gegebenem Wert g, bestimmi man die Werte R/Z, baw. X/Zo derart, 
daB der Endpunkt des Vektors 


r= —e~ 2% e120 


178 J. RETTER 


ermittelt wird. Zunachst bewegt man sich langs des Diagrammumfanges bis 
zum Wert b, fort, sodann wird der Halbmesser um das VerhAltnis 1/e ““ ver- 
ringert (Abb. 10). An den Kreisen, die sich im Endpunkt des so gewonnenen 
Vektors schneiden, kénnen die beiden Komponenten von Z/Z,. abgelesen 
werden. Das Diagramm wird ansonsten sinngemaB ibereinstimmend mit dem 
vorherigen angewandt. Es ist aber zu beachten, daB nicht die Werte 26, son- 
dern die entsprechenden Werte b in Graden angefihrt sind. 


Beispiel 2. Es soll die Impedanz des Stabes dem vorstehenden Bospae 
gem4 beim Wert s = 0,25 bestimmt werden. Zu 2a, = 2,98 gehért e~” = 


5) o) 
Abb. Il 


= 0,0498. Entsprechend b + 2/2 = 85,37° + 90° = 175,37° bewegt man sich 
langs des Diagrammumfanges, sodann wird der Halbmesser um das VerhAltnis 
1:0,0498 verringert. 

Diesem Punkt ist 


foe ots 00s 


0 

beigeordnet. Der tibrige Verlauf der Berechnung ist der gleiche wie oben. 

Daf die Eingangsimpedanz der unendlich langen Leitung gleich ihrer 
charakteristischen Impedanz ist, geht ebenfalls aus dem Diagramm der Abb. 
7 deutlich hervor. Analog wird die charakteristische Impedanz durch die 
Impedanz des Stabes im Fall einer Nut bei sehr groBen Werten der Frequenz 
oder der Héhe — d. h. der reduzierten Héhe — immer mehr angendhert 
(Abb. 8), womit sie sich auch leicht berechnen 148t. Das Diagramm der Hyper- 
belfunktion th kann besonders bei kleinen Werten von yh gut abgelesen werden, 
wihrend die anderen iiblichen Kurven hierfiir schon sehr ungenau sind. 

Die charakteristische Impedanz ist also fiir gegebene Nutbreiten, Langen 
und Frequenzen eindeutig gegeben und von der Héhe unabhangig. Sie stellt 
demnach fiir eine Nut von gegebener Breite auch diesmal einen charakteristi- 
schen Wert dar und ihre Benennung ist begriindet. 
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B) L- und T-férmige Stiibe 


Die L-férmige (Abb. lla) und die T-férmige Nut (elektrisch betrachtet 
sind beide d4quivalent) entsprechen der Hintereinanderschaltung zweier homo- 
gener Leitungen von verschiedenen charakteristischen Impedanzen (Abb. 
11b, c), also einer aus homogenen Abschnitten bestehenden zusammengesetzten 
Leitung. Die Lastimpedanz der zweiten Leitung ist gleich der Eingangsimpe- 
danz der ersten. Der Verlauf der Berechnung ist also folgender: die bezogene 
Impedanz des unteren Nutbereiches wird, wie vorstehend gezeigt, abgelesen. 
Diese ist die Lastimpedanz des oberen Nutabschnittes. Da aber im Diagramm 
die auf die charakteristischen Impedanzen bezogenen Werte eingetragen sind, 
wird die GréBe der hier gemessenen Impedanz im VerhAltnis zu den charakte- 
ristischen Impedanz der beiden Abschnitte — da ihre Phasenwinkel gleich 
sind — einfach im Verhaltnis der Absolutwerte umgerechnet. Wenn man die 
den so gewonnenen, normierten Impedanzen beigeordneten Werte a, bzw. 6, 
um die Werte a,h, und f£,h, des oberen Nutabschnittes erhéht, kann der 
bezogene Wert der gesamten Nutimpedanz abgelesen werden. 

Im Institut fiir Konstruktion von elektrischen Maschinen (VIFOTT) 
wurden die Diagramme der Widerstandszunahmen bzw. der Reaktanzabnahmen 
der L- bzw. T-férmigen Nuten fiir einige Werte h,/h, unter Zugrundelegung 
der Abhandlungen von Scuurisky berechnet und in Diagramme eingetragen 
(vgl. mit [13, 14]). Fir andere Héhenverh4ltnisse miBte man aber die auBerst 
verwickelten Formeln von Scuuisky [9] anwenden. Die Impedanz 1a4Bt sich 
mit Hilfe des obigen Verfahrens fiir beliebige Formen in einigen Minuten 
berechnen, besonders, wenn man sich eines komplexen Rechnenschiebers 
bedient. 


Beispiel 3. Man errechne die Impedanz einer L-férmigen Nut, deren 
Widerstand und Reaktanz bei gleichmaBiger Stromverteilung denen des Stabes 
im vorstehenden Beispiel gleich sind und zeichne die lmpedanzanderung iiber der 
Hohe ein. Es soll bemerkt werden, da vorliegender Artikel lediglich die Be- 
rechnungsmethode mitteilt und die einzelnen Stabformen bzw. die richtige 
Grundlage des Vergleiches weder zu vergleichen noch zu besprechen wiinscht. 

Aus der Gleichheit der Reaktanzen ergibt sich : 


Lalo 107i) 2 a7 iy a 


P(E.) 


Co 


wobei p(f, 7) ein von den Verh4ltniszahlen f = c,/c, und y = h,/h, abhangiger 
Faktor ist [14,70]. Es sollen die Beziehungen $ = 0,5 und y = 1 bestehen. 
Fiir diese gilt laut Diagramm von LENGYEL: p (8, y) = 1,17. Nach dem Ein- 


setzen folgt : 
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ee st 


Co 


Andererseits kann man auf Grund der Gleichheit der Widerstaude as- 


schreiben : 


1 
50 nae ee 
pu y) 
woraus 
c,h = 60 mm? . 
resultiert. 


Aus den beiden Zusammenhangen ergeben sich: c, = 2,56 mm, ¢, = 
=-'5,12 mm,.h = 22,6 mm, ho = hk, = Lio imm: 

_ Die Konstante des Ubertragungsmaftes ist die gleiche wie im vorherigen 

Beispiel, die charakteristischen Impedanzen der einzelnen Abschnitte sind 


Zo = (0,375 + 7 0,375) - 10-42 
Zi, = (O15 7 0273) 10 


Der Verlauf der Berechnung und die Anderung der Impedanz kénnen 
der Tab. III bzw. Abb. 8 entnommen werden. 
Die Gesamtimpedanz der Nut belauft sich auf: 


Z = (0,715 + 7 0,839) - 10742 
somit gilt : 


k == 3.22 Ie. == 0,637 
Nach den Diagrammen von LENGYEL gehéren zum Wert & =ah = 0,637 


k,=3,3 hk, =0,64. 


C) Der gegossene (aus Rechteckstababschnitten bestehende) Doppelkdfigstab 


Dieser Stab entspricht einer aus mehreren homogenen Abschnitten be- 
stehenden zusammengesetzten Leitung und seine Berechnung erfolgt ebenso 
wie die der L- oder T-férmigen Stabe. Bei der Berechnung sind lediglich mehr 
Schritte zu verzeichnen. Auf diese Art kénnen auch die eigenen Stromver- 
drangungen der einzelnen Kafige beriicksichtigt werden. Diese Ausfihrung 
ist bekanntlich [9] einfacher und betriebssicherer als der Kafig mit zwei 
gesondert angeordneten Stiben. Die aus einem Stiick ausgefithrte Konstruk- 
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tion gestattet eine gréBere AnlaBerwarmung. Die Warmeabgabe des auBeren. 
Stabes wird durch den mit Metall ausgegossenen Schlitz erleichtert. 

Die Stabgestalt laut Abb. 12 ist nicht iiblich, die Stabe des AuBeren 
Kafigs besitzen in der Regel einen Kreisquerschnitt. Man kann auch diese 
Form in der vorherigen Weise berechnen, wenn der obere Stab mit Kreis- 
querschnitt naherungsweise durch einen Stab mit Rechteckquerschnitt ersetzt. 


SS 
> 


in) 


1 
Abb. 12 


wird. Die Berechnung der Stabe mit Kreisquerschnitt oder mit Querschnitten, 
die Kreisbégen enthalten bzw. von beliebiger Form soll spater besprochen 
werden. Der untere Stab des gegossenen Kafigs ist gegeniitber dem gezeichneten 
Stab abgerundet und manchmal trapezartig. Die erste Form kann durch vinen 
Rechteckquerschnitt ersetzt werden, kann also auf diesen zuriickgefiihrt oder 
im Sinne unserer Spateren Erérterungen beriicksichtigt werden. Die Berech- 


Tabelle III 


ae y % + 71,57 Z/Z Z/10-4 Q 
mm 
3 | -0,296 + 7 1,866 18 7 1558 1,267 + 0,083 
6 | 0,596 + 7 2,166 1,1 —j0,65 0,656 + 7 0,168 
9 0,894 + 7 2,464 0,885 — j 0,297 0,433 + j 0,221 
11,3 | 1,122 + j 2,692 —|— 0,866 — j 0,146 0,3798-|- j 0,27 


1 {| | 
11,3 0,452 | j 3,042 —|— 0,433 — ; 0,073 0,3798-|- j 0,27 


| 
1), 6,511 is 0,47 —j0,015 | 0,364 + 70,342 
13,5 0,660 + 7 0,12 0,585 + 7 0,077 0,381 + 0,497 
15 0,809 + 7 0,269 0,695 + 7 0,145 0,412 + 7 0,63 

18 1,105 + 0,565 0,896 170,18 | 0,537 -+ 70,807 
21. | 1,401 + 70,861 LOL 47 0A2 0,668 + 7 0,848 


22,6 1,560 + j 1,020 1,036 + ; 0,082 0,715 -|- j 0,839 
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nung des trapezférmigen unteren Kafigs soll gleichfalls spater behandelt wer- 
den. Durch die hier gewahlte einfache Form werden die weitere Behandlung 
und der Vergleich ibersichtlich gestaltet. 


Beispiel 4. Um die Ergebnisse mit den Diagrammen von Scuuisky [9] 
leicht vergleichen zu kénnen, wurde das Beispiel — obgleich bei uns keine 


05 1 45 2 25 10°42 
Abb. 13 
gegossenen kupfernen Kafige erzeugt werden — mit den Angaben g = 0,0211 Q 


mm?m-1, f = 60 s 1,1 = 0,1 m berechnet. Mit ihnen sowie unter Zugrunde- 
legung der Stababmessungen : 


hy = 17,5 mm c¢, = 4mm | 


ho = 7,2 mm cg== lol mnies: 
h, = 4,9 mm cs = 4mm | 
folgt : 
y = 0,106 + 70,106 mm! | 


Zon = Zog = (0,559 + 7 0,559) - 10-40 
Zion == (1,315 457 1,315) 10742 | 


Die Berechnung der Impedanz in den verschiedenen Héhen des Stabes 
ist in Tab. IV, die Anderung der Impedanz in Abb. 13 enthalten. Es geht 
klar hervor, daB sich die Impedanz aller Abschnitte der characteristischen 
Impedanz des Abschnittes nihert. 


Die Gesamtimpedanz des Stabes betrigt : 


Z = (0,793 + 7 0,503) - 10-42. 


Der bei gleichmafiger Stromverteilung gemessene Widerstand des Stabes 
belauft sich auf: 


0,1 


R, = 0,0211 ‘ 20,2073. 10s Oe 


) 
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Die der gleichmaBigen Stromverteilung beigeordnete Reaktanz kann mit Hilfe 
der Beziehungen 


7 i : 
An = Bo { bal dv X,=oliy 
Vv U 


berechnet werden [7 oder 9]. Hierbai bezeichnet y den Rauminhalt. 


Tahelle IV 
se ya+t+ja/2 Z|Zo | Z/10-4 Q 
mm 
5 0,53 +72,1 1,18 = 70,775 1,065 +7 0,199 
10 1,06 +7 2,63 0,865 —j 0,18 0,584 + 7 0,383 
15 1,59 +7 0,02 0,922 + 7 0,004 0,513 + 70,517 


17,5 | 1,855 + 7 0,285 0,96 + ; 0,025 0,522 + 7 0,550 


| 
17,5 | 0,435 + ; 0,0125—'—0,408 + ; 0,0106 


19,5 0,647 + 7 0,224 0,594 + 7 0,155 0,581 + 7 0,983 
21,5 0,859 + 70,4365 | 0,768 + 70,217 0,725 + 7 1,295 
23,5 1,071 + 7 0,648 0,917 + 7 0,206 0,935 + 7 1,477 


24,7 | 1,198 + 70,7755 | 0,965 + j 0,177 1,034 + 7 1,500 


J 
24,7 | 0,445 + j 1,477 —|—2,31 + j 0,416 


25,7| 0,551 + 7 1,583 1,95 —j 0,035 1,067 + 71,113 
26,7 | 0,657 -+-7 1,689 1,685 — j 0,235 1,073 +7 0,811 
28,7 0,869 + 71,901 1,289 — j 0,29 0,88 + 70,568 
29,6 | 0,964 +7 1,996 1,18 7 0,26 0,804 + 7 0.515 


| 
| 
\ 


Die magnetische Feldstarke betragt unter Zugrundelegung ihrer Anderung 


laut Abb. 12 


= ‘ 
iy = ae 


42 : 
se ay Ag AG 
A? | 3 Co \ 3 


2 
472 (AE AR+ 2A, Ant FE + As da + Aes = 


Cs 


=— 4.31.10 §Qsm!. 


In den Ausdriicken bedeuten A,, Az, 4, bzw. A den Querschnitt der einzelnen 
Stababschnitte bzw. des ganzen Stabes. 


2 Periodica Polytechnica El II/3. 
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Somit ist die Widerstandzunahme und Reaktanzabnahme des ganzen 


Stabes 
oe = wlaAy = 1,625 - 10°42 


0,793 3,824 


es gilt also: 


7 ~0,2073 
503 
eee | 


3 ~ — 0,3095. 
1,625 


In seiner grundlegenden Abhandlung berechnet Scuuisky den Doppel- 
kafigstab in drei verschiedenen Varianten. Er untersucht den aus zwei geson- 
dert angeordneten Staben bestehenden Kafig zuerst unter Vernachlassigung 
der eigenen Stromverdrangungen der Stabe (ideeller Doppelkafig), sodann 
mit Beriicksichtigung der Streuungen der Stabe (reeller Doppelkafig) mit 


XutXp 


Abb. 14 


Rechteckstaben von gleicher Breite. Er beachtet beim gegossenen Doppelkafig 
die Wirkung des Streusteges, vernachlassigt aber hierbei wiederum die eigenen 
Stromverdrangungen der Kafige. Fiir den obigen Fall sind alle drei Varianten 
nur naherungsweise giiltig. 

Bei dem gegossenen Kafig im Beispiel ergeben sich mit den Formeln 
von Scuuisky (43 und 44) die Werte : 


k, = 3,397 kes 02777 


Es ist offensichtlich, daB schon die Vernachlassigung der eigenen Strom- 
verdringungen der Kiafige von verhaltnisma®ig geringer Héhe einen be- 
achtenswerten Fehler verursacht. 

Werden nicht die Stromverdraingungen der einzelnen Kafige vernach- 
lassigt, sondern die Wirkung des Steges, so gewinnt man fiir den »reellen Doppel- 
kafig« mit Hilfe der Formeln (36) und (39) von ScuuisKy mit den Werten 
X = 0,558-10-4 Q, bzw. X, = 2,11-10-4 Q die Ergebnisse : 


k,=4,04 k,=0,264 
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Auf Grund der in der Praxis tblichen Ersatzschaltung in Abb. 14 (wobei 
X,, bzw. R,, die Reaktanz bzw. den Widerstand des unteren, X, bzw. R, den des 
oberen Stabes, X,, hingegen die Reaktanz des Halses bedeuten) gilt: 


Xe 04199 1054. 
X, = 2-10-40 

X,, = 0,691 - 10-42 
R= 0.279,.10-40 
R, = 0,995 - 10-42 


Mit diesen Werten folgt : 


R, se | (X;, + X,) R, 
man kann also anschreiben : 
pe Este = 4,11 Ee URES = 0,305 . 
0,2073 1,625 


D) Der Doppelkafig (aus Rechteckabschnitten bestehender und aus geteilten Staében 
zusammengesetzter Doppelkafig ) 


Die Berechnung der Impedanz des Stabes ergibt sich unmittelbar bei 
sinngemaBer Anwendung der bisherigen Ausfiihrungen unter Zugrundelegung 
der Ersatzschaltung laut Abb. 15. Die Lastimpedanz der den oberen Stab 


Abb. 15 


ersetzenden Leitung ist diesmal die Summe der Eingangsimpedanz des unte- 
ren Stabes und der Reaktanz des Streusteges. Die Berechnung verlauft wie 
folgt : in der vorher bekanntgegebenen Weise wird die Gesamtimpedanz des 


O* 


= 
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unteren Stabes ermittelt. Hierzu addiert man die Reaktanz des Steges. Die so 
gewonnene Impedanz wird auf die charakteristische Impedanz des oberen 


Tabelle V 
=e yx +ja/2 Z/Z, Z/10-42 
mm me Fal : 
5 0,53 +7 2,1 13155 5 05775 1,065 + 7 0,199 
10 1,06 +7 2,63 0,865 — 7 0,18 0,584 + 7 0,383 
15 1,59 + 70,02 0,922 + 7 0,004 0,513 + 7 0,517 


17,5 | 1,855 + j 0,285 —0,96 -+ j 0,025 —|—0,522 + ] 0,550 


1 
24,7| 0,253 + 71,377 —|—2,76 + 71,82 —|—0,522 + 7 2,556 
| 
25,7 | 0,359 +7 1,483 2,74 +7 0,64 1,172 + 7 1,888 
26,7) 0,465 +7 1,589 2,29 —j0,12 1,347 + 7 1,213 
27,7 |. 0,571 + 7 1,695 1,87 —j 0,335 1,232 + 7 0,858 
28,7 | 0,677 + 7 1,801 1,545 — j 0,38 1,076 + 7 0,652 
29,6 | 0,7724-++- 71,8964 | 1,355— 70,37 | 0,964 + 70,55 


Stabes bezogen und dem Diagramm der Hyperbelfunktionen th wird der Wert 
g, der diesem Wert Z/Z, beigeordnet ist, entnommen. Addiert man noch das 
Ubertragungsma8 des oberen Stabes hinzu, so erhalt man den resultierenden 


Wert g der ganzen Anordnung. Liest man aus dem Diagramm den zugeordneten 


Wert Z/Z, ab, so 1aBt sich Z berechnen. 
Beispiel 5. Die Berechnung wurde mit den Angaben des vorstehenden 


Beispiels durchgefiihrt. Ihr Verlauf ist in Tab. V, die Anderung der Impedanz 
tiber der Héhe in Abb. 13 gezeigt. 


Bei der Berechnung ist die Reaktanz des Steges : 


X, = 377 s-1 1,256 - 10-89 sm-2 se OL ong ieee 


17mm 
Der gemeinsame Querschnitt der beiden Stabe betragt : 
A = 19,6 mm? + 70 mm? = 89,6 mm?2, 


und somit belauft sich der Gleichstromwiderstand auf: 


R, = 0,0211 2 mm? m-1_24™ __ __ 9.9355. 10-40. 
89,6 mm2 
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Werden die Abmessungen des gleichwertigen Ersatzsteges — dessen 
magnetische Leitfahigkeit der des urspriinglichen Steges und dessen Breite 
der des unteren und oberen Stabes gleich ist — mit hy bzw. ci bezeichnet, so 
betragt die Reaktanz bei gleichmaBiger Stromverteilung : 

X,= Ho] ifs mie |p 1108.) 
(hy + hs)? ¢, 3 Cy 


Die Widerstandszunahme bzw. Reaktanzabnahme ist also bei dem Wert von 
Z = (0,964 + 7 0,55) 104 Q: 
— 0,964 _ 0,55 


ae = 4,09 9 ke 
0,2355 2,11 


== 026.18, 


r 


Wie vorher bereits angegeben, gelten fiir diese die von Scuursky berech- 
neten Werte (36) bzw. die Werte mit den genauen Formeln (39) : 


k, = 4,03 k, = 0,264. 
Die Ergebnisse sind also innerhalb der Berechnungsungenauigkeit identisch. 


Nach der in der Praxis iiblichen Weise unter Zugrundelegung der Ersatz- 
schaltung ergab sich Z = (0,853 + 7 0,495)-10-4 2; es gilt also: 


ne 0,855 = 3% he, — 2495 
0,2355 2,11 


= 0,234 


, 


E) Der trapezformige Stab 


Dem trapezformigen Stab entspricht eine Leitung, deren Parameter 
sich kontinuierlich und gleichmafig andern. Derartige Leitungen werden z. B. 
in der Mikrowellentechnik zur Anpassung von zwei homogenen Leitungen 
angewendet. Ist das AusmaB der Anderung im Vergleich zur Wellenlange 
gering, so kann die charakteristische Impedanz der Leitung unter entsprechen- 
den Vernachlassigungen sowie unter Annahme der exponientalen Anderung 
von Z und Y an einem beliebigen Ort naherungsweise [2:4, 76] mit Hilfe des 
Zusammenhanges 

, 


ibaa Aig 


y ae 6/2 


/ 


bestimmt werden, wobei der Wert 6 durch die Beziehung 
Zixs 
Za 


= ene (X2—X1) 


definiert wird und Z,) = [ax lyx, gilt. 
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Mittels dieser Formel 14Bt sich die Impedanz des trapezférmigen Stabes 
(Abb. 16) unter Anwendung der bisherigen Methode berechnen. Mit der Nut- 
hohe dndert sich nur die Breite c. z ist zu dieser umgekehrt proportional, 
y verhaltnisgleich. Ersetzt man die lineare Anderung von ¢ naherungsweise 
exponential, so gilt : ¢,/¢y = e °'. Durch die Naherungsformel wird auch dies- 
mal nur dann ein annehmbares Ergebnis geliefert, wenn 6 im Vergleich zu y 
— baw. zu B — klein ist, also wenn die Anderung der Nutbreite im Vergleich 
zur Wellenlinge Klein ist, namlich bei hohen Staben oder groBer Frequenz, 
oder genauer ausgedriickt, wenn ihre Seitenwande kleine Neigungen aufweisen. 


Ch 


Abb. 16 


Die Impedanz des trapezférmigen Stabes kann in einer beliebigen Héhe- 
z. B. in der Hihe h, bei einer verhaltnismaBig kleinen Neigung (coth w = thw+ 
+ 790°) unter Anwendung der Beziehung 


ts 
Zp FY Lon + 6/2 coth (y h) a Zon coth We h amare 


5/2 


Pd 
4 


Zo, coth y h ~ Zo, coth (yh) — Zo, Ee | 
: y 


berechnet werden. Bei den obigen Bedingungen ist niamlich coth (y h) ~ 1. 
Die auBerordentlich einfache Beschaffenheit dieser Formel kommt besonders 
dann zum Ausdruck, wenn sie mit der genauen Liésung von LAIBLE, in der 
auch zylindrische Funktionen enthalten sind [10], verglichen wird. 

In dem Ausdruck bedeutet Z,,, die charakteristische Impedanz am obe- 
ren Ende des Stabes. Die Forme) hat den Vorteil, da® ihr erstes Glied die 
Impedanz eines Rechteckstabes, dessen Breite gleich der oberen Breite des 
trapezférmigen Stabes ist, das zweite Glied aber die Differenz zwischen den 
beiden Staben bedeutet. Dies ist auch vom Gesichtspunkt der Durchfihrung 
der Berechnungen giinstig. Die Abnahme der Wechselstromimpedanz bedeutet 
aber natiirlich nicht, daB die Stromverdringung des trapezférmigen Stabes 
etwa kleiner wire als die beim Rechteckstab. Mit dem unteren Brciverweraae 


— 
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des oben gleich breiten Stabes nimmt namlich auch der Gleichstromwiderstand 
ab. Der Vergleich der beiden Stabe ist nur dann richtig, wenn man dazu eine 
entsprechende Grundlage findet, z. B. (vgl. mit [21,226]), daB die beiden Stabe 
bei gleichmaBiger Stromverteilung gleiche Widerstainde und gleiche Reaktan- 
zen besitzen. Im nachfolgenden Zahlenbeispiel wurde der Querschnitt des 
Stabes dementsprechend gewahlt. 


Beispiel 6. Die Abmessungen jenes Stabes, der bei gleichférmiger Strom- 
verteilung den gleichen Widerstand und dieselbe Reaktanz besitzt wie der 
Stab im Beispiel 1, (verhalt sich also in der Nahe der synchronen Drehzahl 
identisch zu jenem) sind: cy = 4,76 mm, ¢c, = 2,38 mm, h = 25,2 mm. 

Der Querschnitt des Stabes ist A = 90 mm? und somit betragt sein 
Widerstand : 


R, = 0,222. 10-42, 


Seine Reaktanz belauft sich mit dem Wert y(f) = 0,947, der dem 


Diagramm von NURNBERG zu f = 0,5 entnommen wurde, auf: 


hl 
X, =20f Mo 5 


Ch 


y (8) = 1,318 - 10-42. 


Die Fortpflanzungskonstante des Stabes betragt 
y = 0,0993 + 70,0993 mm"?, 


und somit wird sein Ubertragungsmaf 
vh = 2,5 +) 2,0. 


sein. Fur den Wert 
yh +ja/2 = 2,5 + 70,93 
gilt : 


2h _ 1,007 + 50,02. 


Oh 


Die charakteristische Impedanz betragt am oberen Ende des Stabes : 
Zon = (0,835 + 7 0,835) - 10-42. 
Somit 14Bt sich das erste Glied unserer Formel wie folgt anschreiben : 


Zonth v° + jx/2) = (0,825 + 70,8584) - 10-42. 
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Aus dem Verhaltnis der unteren Stabbreite zur oberen ergibt sich : 


eo — 0,5, 
und damit gilt : 
0,69 = 
6h = 0,69 6 = = 002738 mit 
25,2 mm 
Zon die =0,115-10°42. | 
? 


Die Gesamtimpedanz des Stabes ist also : 
Z,, = (0,710 +7 0,8584) - 10-42. 


Die Widerstandzunahme und die Abnahme des Streublindwiderstandes 
sind: 


k =33,2, ke == 0622 
Dieselben Werte betragen nach den Diagrammen von NURNBERE : 
eens al ky = 0,6T. 


Die Berechnung der Impedanzanderung ist Tab. VI bzw. Abb. 8 er- 
sichtlich. 


In Abb. 8 wurde gestrichelt eingetragen, wie sich die Impedanz andern 
wirde, wenn die Stabhéhe noch weiter zunehmen sollte. Daraus geht klar 
hervor, daB das Impedanzdiagramm in eine Gerade mit einer Neigung von 45° 
iibergeht und die charakteristische Impedanz des trapezférmigen Stabes im 
Unendlichen liegt, weil mit der Verjiingung der Nut der Streuflu8 und damit 
die Reaktanz, aber gleichzeitig mit der Stromverdrangung auch der Wider- 
stand unendliche groBe Werte annehmen wiirden. 


Tabelle VI 
x y/ , 
ae S56 coth yx coth y x — 0/2 wa y Ake Z;/10-4.Q 
mm y | mm 


3 | 0,296 + 7 0,296) 1,8 — 71,58 | 1,731 —j 1,511] 4,477|0,437 + 7 0,437 | 1,417 + j 0,097 
6 | 0,596 + 70,596) 1,1 —j 0,67 | 1,031 — j 0,601| 4,194/0,4665-+ j 0,4665| 0,761 + 7 0,201 
9 | 0,894 + 7 0,894) 0,885 — j 0,297] 0,816 — j 0,228]3,91 |0,5 + 70,5 | 0,522 + 70,294 

12 | 1,191 +7 1,191] 0,87 —j0,11 | 0,801 — j 0,041/ 3,63 |0,539 + 70,539 | 0,454 + 70,41 

15 [1,49 + 71,49 | 0,905 -- j 0,012) 0,836 + j 0,057) 3,34 [0,586 + 7 0,586 | 0,457 +7 0,523 

18 | 1,787 + j 1,787] 0,95 +- j 0,025) 0,881 + j 0,094) 3,06 |0,64 + 70,64 | 0,504 + 70,624 

21 | 2,084 + j 2,084] 0,988 + 7 0,025] 0,919 + j 0,094] 2,778|0,704 + 7 0,704 | 0,581 + 7 0,713 

24 | 2,382 + j2,382/1 + j 0,017/ 0,931 + j 0,086] 2,494/0,784 + j 0,784 | 0,671 + 7 0,807 


25,2/2,5 +-72,5 | 1,007 + ; 0,02 2,38 |0,835 +- 7 0,835 | 0,710-|- ; 0.8584. 
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Beim gewéhnlichen trapezformigen Stab bietet die Berechnung keine: 
besonderen Vorteile, weil k, und k,, Diagramme entnommen werden kénnen,. 
die genaue Werte liefern. Sie ist héchstens insofern lohnend, weil bei bekannter- 
Impedanz des Rechteckstabes, dessen obere Breite konstant ist, sich die Ab-- 
weichung schnell berechnen 148t. Abgesehen von einigen Varianten [14, 67] 
kann man in den zuganglichen Kurven keine Werte des sich nach unten zu 
verjiingenden trapezférmigen Stabes finden. Dabei kommen solche Abschnitte: 
oft vor. So z. B. mu8 man den trapezférmigen Stab manchmal unten verjiingen 
(Abb. 17), um die Zahnsattigung zu vermeiden. Genau solchen Abschnitten 
begegnet man auch bei den Doppelkafigstaben (Abb. 17). Die Berechnung 


erweist sich auch bei den unten erweiterten Staben als vorteilhaft, wenn es. 


Abb. 17 Abb. 18 


sich um den Abschnitt eines zusammengesetzten Stabes handelt. Hierbei wird 
namlich die bei der Doppelkafiganordnung besprochene Berechnung angewen-- 
det und man bendtigt nicht die Widerstand- bzw. Reaktanzfaktoren, sondern 
nur die Impedanz, weil die obige Berechnung mit ihrem Wert in die Wege 
geleitet wird. So z. B. kommt auch vor, dafs der trapezférmige Stab oben 
breiter gestaltet wird (Abb. 18), um damit die Reaktanz herabsetzen zu kénnen. 
Dadurch verringert sich die Widerstandzunahme nur wenig, wie dies auch im 
nachfolgenden Beispiel zu sehen ist. 

Das sich nach unten zu verjiingende Trapez ist auch bei den Anlafh- 
kafigen der Synchronmaschinen von Bedeutung, weil die Nuten der Anlah- 
kafige bei gréBeren Maschinen allgemein diese Form besitzen. 


Beispiel 7. In Abb. 18 erweitert sich der trapezformige Stab aus dem 
Beispiel 6 oben in einer Héhe von 1,2 mm. 
Die Impedanz des trapezformigen Teiles betragt laut Tabelle VI in der 
Hihe 24 mm: 
Zo4 = (0,671 + 7 0,807) - 10°42. 
Der auf die charakteristische Impedanz des breiter gewordenen Teiles Z,, = 
= (0,489 + 7 0,489). 10 4 Q bezogene Wert betragt : 


424 _ (1,513 + j 0,1393) - 10-40 


0b 
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Hierzu gehért nach dem Diagramm : 
hy + jx/2 = 0,7775 + j 1,467 mm™. 
Addiert man die UbertragungsmaB des breiten Teiles hinzu : 
yh, = 0,1191 + 70,1191mm"'. 
so folgt unter Beriicksichtigung des Wertes 0,8946 + 7 1,584: 
Lae 1,4 — 70,01. 


0h 
Die Impedanz des Stabes ist also : 
Z = (0,689 + 70,678) - 10-40 
Der Widerstand des Stabes belauft sich auf : 
oes = 0,218- 10°42. 


° 


Die Reaktanz des unteren trapezférmigen Teiles ergibt sich mit dem 
Wert -y (8) = 0,957, der dem Diagramm von Ntrnperc im Verhiltnis 
B = ¢j/ey9 = 0,524 entnommen wurde, zu: 

24 -0,1 


X, = 314- 1,256 . 10-§ ———— 0,957 2 = 1,211. 10°42. 
3 - 2,494 


Die magnetische Leitfahigkeit des oberen Teiles betragt : 


nb (A, + ¢,% 
Any = Ho | ie Re = y 
Fy A? 
h h? 
Ay ee eh A, ¢y hy + A3| = 0,345 - 10-8. mt 
Ac. 3 


die Reaktanz belauft sich auf: 
X, = 22xf lan, = 0,108. 19-40. 


Somit kann die Gesamtreaktanz mit 


Ay = X; | A, = 1,319. 10-42, 
angeschrieben werden. 


Unter Beriicksichtigung der gewonnenen Werte sind Widerstandzu- 
nahme und Reaktanzabnahme : 


0,689 
k, tet Ge ks ee ee 


0,218 PaaS 
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Die Erweiterung ist also bei geringer Anderung der Widerstandzunahme 
geeignet, die Reaktanz erheblich herabzusetzen. Die Wirkung der Erweiterung 
- ist aus Abb. 8, wo die Impedanzinderung eingetragen wurde, gut erkennbar. 
Die Impedanzkurve wendet sich beinahe waagerecht und die Reaktanz nimmt 
bei einem etwa stetigen Wechselstromwiderstand wesentlich ab. 


Beispiel 8. Man berechne die Impedanz des unteren Stabes gema48 Bei- 
spiel 4, wenn der Stab infolge der Zahnsittigung um das Verhaltnis von 
Cor/Cp, = 0,8 nach unten zu verjiingt werden muff und man beabsichtigt, den 
Gleichstromwiderstand des Stabes mit unverindertem Wert beizubehalten. 


Cth 


Mit der gewahlten Verjiingung gilt : c,. = c,, 0,8 = 3,2 mm. Damit kann man 
anschreiben Abb. 19: 

A, 
ig ote Cot 


2 


= 19,45 mm. 


= 
Die Berechnung der Impedanz gestaltet sich wie folgt : 
yh, + 72/2 = 2,062 + 70,493 mm! 
coth (y h,) = 0,984 + 7 0,028 
Zon coth (y h,) = (0,5144 + 70,5446) - 1074.2 
ef = 125 6h, = 0,22 6 = 0,0113 mm“! 
Lon, —— = 90,0287 


Z = (0,543 + 70,5446) - 10-42. J 


Die zur gleichmaBigen Stromverteilung beigeordnete Reaktanz ist nach 
dem Diagramm von LencyYEt [14, 65] mit Beriicksichtigung der fiir 6 = 1,25 
entnommenen Werte p (1,25) = 0,995: 


h 2y 
X= 20f by ; p (6) = 9,764- 10°42. 


Ch 
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Somit ergeben sich bei R, = 0,279-10 4 Qs 


0,5446 
eo eee co oaG em ie 


a = meq tys C 
0,279 0,764 


Die Widerstandzunahme ist deshalb gréBer, weil die Wirkung der Héhen- 
steigerung gréBer ist als der Einflu8 der Abnahme der Stromverdrangung. 

Den Kurven von LENGYEL kann man fiir die Werte & = 2,06 und B = 
= 1,25 nachstehende GréSen entnehmen : 


kea1.9 ja 072 


Der Wert von k, wurde an der Kurve f = 1 abgelesen. Die Reaktanz- 
abnahme stimmt bei der sich nach unten zu verjiingenden Nut mit jener 
der parallelen Nut praktisch itiberein. 


Der weitere Verlauf der Berechnung des Doppelkafigstabes ist mit der 
vorausgehenden identisch. 

In der Mikrowellentechnik wird die Herabsetzung der Reflexionen beim 
Zusammentreften von zwei verschiedenen Leitungen erstrebt. Bei den Staben 
mit Stromverdringung muf man dagegen die Reflexionen steigern, weil dann 
das Eindringen der Wellen in den unteren Nutteil abnimmt, d. h. die Strom- 
verdrangung zunimmt. Vom Gesichtspunkt der Steigerung der Stromver- 
drangung sind also die kontinuierlichen Uberginge zu vermeiden und es ist 
zweckmabig, wenn man plétzliche Querschnittsinderungen vorsieht. 


F) Leiter von beliebiger Form 


Mit unseremn Verfahren kann man auch die Impedanz einer Nut von 
beliebiger Form unter Zugrundelegung des Kraftlinienbildes annahernd 
bestimmen. Man unterteilt den Leiter in Abschnitte, die zwischen je zwei 
Kraftlinien, oder richtiger gesagt : zwischen je zwei Kraftlinienflachen fallen. 
Die Berechnung wird mit ihren mittleren Breiten und Héhen in der Weise 
vorgenommen, als ob es sich um einen Rechteckleiter handeln wiirde. An- 
sonsten stimmt das Verfahren mit den obigen véllig tberein. Die Bedingung 
der parallelen Wande wird durch die einzelnen Abschnitte um so mehr ange- 
nahert, je feiner die Unterteilung ist. Die zur Berechnung erforderliche Arbeit 
erfahrt aber eine verhaltnisgleiche Steigerung und somit nimmt auch die Zahl 
der Fehler zu, die man bei der Ablesung des Diagramms und bei der Durch- 
fiihrung der Berechnungsoperationen begehen kann. Bei dem Verfahren er- 
weist sich der Umstand als vorteilhaft, daB es genugt, wenn man nur die Form 
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der Kraftlinien kennt. Ihre Dichte ist nebensachlich, weil man sich immer 
beliebige — einander geniigend naheliegende — zwei Kraftlinien wahlen kann. 


Beispiel 9. Es soll die Impedanz der kreisférmigen Nut laut Abb. 20 
bestimmt werden, wobei der Durchmesser d = 23,4 mm, Nutéffnung s = 5,9 
mm ist, wenn 9 = 0,0211 2 mm? m 1,1 = 0,1 m und f= 50 s 1 gilt. 


In Abb. 20 wurde die Nut lediglich in 10 Abschnitte unterteilt. Die mitt- 
leren Langen und Héhen der einzelnen Abschnitte sind in Tab. VII enthalten. 
Es ergeben sich mit den gewahlten Angaben : 


y = 0,0967 + 70,0967 mm 


und 


(2,042 + 7 2,042) - 10-4. mm. 


Cr 


Lox zo 


Die charakteristischen Impedanzen der einzelnen Abschnitte werden 
nicht bendtigt, die Werte Z;/Z,, rechnet man an den Grenzen der Absschnitte 
einfach im Verh4ltnis ihrer mittleren Breiten um. Der Verlauf der Berechnung 
geht aus Tab. VII hervor und ist mit der Berechnung der L-férmigen Nut 
-vollkommen identisch, nur die Zah) der Schritte ist gréBer. 

Die Impedanz der gesamten Nut betragt : 

Yay, = (0,515 + 70,165) (0,335 + 70,335) - 10-42 | 
Z 010 ? j 9,165) (9, + J 9,335) aes 


010 


= (0,1155 + 70,2295). 10-42. 
Bei gleichmaBiger Stromverteilung ist der Widerstand des Stabes : 


| 0,1 
R —— — = 0,0211 5 2 
ee A 429 


ae 


Q = 0,0492 - 10-42, 
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Tahelle VII 

k ck | he £k Zx/Zok Z4/10-4 2 | Zr/10-4 Q 

Lod 7 14:3) Qh loaiey parc Prarie ths —0,292 + 70,292 |0,637 +7 0,091 
0,238 + j1,765—| 2,67 j 0,2 Jy 
0,3 +70,3 is 

us : 

2115 |3,1 | 0,538+ 72,065 | 1,2 —j0,79 0,1361 +] 0,1361 |0,271 +7 0,055 
0,3 + 71,886 | 1,665—j 1,095 
0,45 + 70,45 

3 | 20,81 4,65 | 0,75 + 72,336 | 0,925—70,435 | 0,0982-+ 70,0982 |0,1335 + 70,0481 
0,725 7 252 1,04 —j 0,49 
0,556 + 7 0,556 

4 | 23,4/5,75 | 1,281 + 72,756 | 0,89 —j0,095 | 0,0873-+70,0873 |0,086 +7 0,0694 
1,035 + 72,925 | 0,79 —j 0,0844 
0,469 + 7 0,469 

5 | 20,8]4,85 | 1,524+70,253 | 0,924+ 70,041 | 0,0982-+ 70,0982 |0,0867 + j 0,0947 
0,88 -+ 70,07 0,711 + 70,0315 
0,15 + 10,15 

6 | 16 {1,55 |.1,03 + 70,22 0,792 + 70,093 | 0,1276+ 70,1276 |0,089 + 70,113 
0,75 + 70,125 | 0,644-+ 70,0756 
0,126 + 7 0,126 

7 | 13 /1,3 | 0,876 + 70,241 0,726 + 7 0,12 0,157 + 70,157 |0,97  +j0,131 
0,63 + 70,135 | 0,57 +7 0,094 
0,108 + 7 0,108 

8 | 10,2/1,12 | 0,738 4+ 70,243 | 0,65 + 70,145 | 0,2 + 70,2 (0,101 +70,159 
0,57 +7 0,16 0,53 + 70,118 
0,092 + 7 0,092 

9 | 8,3/0,95 | 0,662 + 70,252 | 0,62 + 70,169 | 0,246 + 70,246 |0,1109+ 70,1941 
0,475 + 70,155 | 0,456 + 70,124 
0,065 + 7 0,065 

10 | 6,1/0,675] 0,54 +- 7 0,22 0,515 + 70,165 | 0,335 + 70,335 |0,1155 + 70,2295 


* 
s 


die Reaktanz der Nut ist dagegen mit dem auf Grund der Berechnungen von 
R. TuscuAx [25] oder des Aufsatzes von ROTHERT [23] gewonnene Wert 


A, = 0,72 mm-! 
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gleich 
X, = yA, = 0,282 - 10-42. 


Daraus folgt : | 


_ 155 53, y, — 012295 


<= = = 0,814. 
0,0492 0,282 


r 


Auf der Grundlage der genauen Berechnungen von TuscHAK gilt : 
ee ein. 


Das Ergebnis der Berechnung kann trotz der ziemlich groben Abschnittein- 
teilung als véllig befriedigend angesprochen werden. Die Impedanzianderung 
tiber der Stabhéhe ist Abb. 21 gezeigt. 


0 Qip : 
06 
as 
a4, [& 
hm 
03 
2 tf 
Q2 
3; Arbeits- 
Of 910 stab 
456 
x 
Of 02 G7:10-"o a) b) 
Abb. 21 Abb. 22 


G) Stromverdrangungsloser Arbeitsstab 
mit dariiberliegendem Stromverdrdngungsstab 


Die Enden des Stromverdrangungsstabes sind offen (Abb. 22) und somit 
betragt sein resultierender Strom Null. Die Impedanz des unteren Arbeits- 
stabes wird durch die im Stromverdrangungsstab induzierten Wirbelstréme 
geandert. Diese Impedanzinderung des Arbeitsstabes auf Einflu8 des Strom- 
verdrangungsstabes kann man unter Zugrundelegung der Ersatzschaltung 
22b berechnen. Die den einzelnen Staben entsprechenden Leitungen wurden 
durch ihre Aquivalenten T-Schaltungen ersetzt. Zwischen den beiden Staben 
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besteht nur eine induktive Verbindung, die mit dem idealen Transformator 
von der Ubersetzung 1:1 dargestellt wurde. Die in Abb. 22c enthaltene Er- 
satzschaltung ist der so gewonnenen Ersatzschaltung offensichtlich véllig 
gleichwertig. Demnach ist aber die durch den Stromverdrangungsstab er- 
zeugte zusitzliche Impedanz eben 


Driickt man die Langsimpedanz des symmetrischen Vierpols in T- 
‘Schaltung mit Hilfe der Querimpedanz und der Konstante des Ubertragungs- 
maBe aus, so gilt: 


Z, = 4.chg — Z, 


Die Querimpedanz 14Bt sich mit Hilfe des UbertragungsmaBes und der 
.charakteristischen Impedanz des Vierpols wie folgt ausdriicken : 


Le = = Ly) = und — = 


Mit diesen Werten kann die zusatzliche Impedanz, die durch den Strom- 


-verdrangungsstab (m) verursacht wird, wie nachstehend angeschiieben werden : 


1 
” shen j 


Zi == 2 [2 cothg,, —Z 


Das in Klammer stehende erste Glied wird in der tblichen Weise berechnet. 
Der Wert von shg,, wird mit Hilfe des Diagramms der komplexen, Hyperbel- 
funktionen oder einer Tabelle (wie spiter bei der Berechnung der Strom- 
verteilung) bestimmt. 

Die Gesamtimpedanz des Arbeitsstabes ist die Summe seiner bereits 
frither berechneten und der durch den Stromverdrangungsstab erzeugten zusatz- 
lichen Impedanz. Liegen die beiden Stabe nicht unmittelbar iibereinander, 
so mu man die Reaktanz, die der Streuung des zwischen ihnen befindlichen, 


mit keinem Leiter ausgefiillten Abschnitts entspricht, zur derart berechneten 
Impedanz addieren. 


Beispiel 70. Es soll die zusitzliche Impedanz berechnet werden, die von 
einem Stromverdrangungsstab von den Abmessungen 15 15,1 mm verursacht 
wird, wenn sein spezifischer Widerstand o = 0,02 2 mm? m |}, die Lange der 
Nut | = 0,1 m und die Frequenz f= 50 sist 


Mit den gegebenen Werten gilt : 
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Ymlm = 1,5 + 71,5 
coth Y,, hm, = 0,905 — 7 0,014 
sh (Yn Mm) = 0,151 + 7 2,34 
1/sh (Yq Am) = 0,0274 — 7 0,424 
coth (7;q hm) — [1/sh (7m hm) ] = 0,8776 + 70,41 | 
Zom = (0,1987 + 70,1987) 10-4. 
J 


— 


Z = (0,1857 + 70,5117) - 10-42 
R, = 0,132 - 10-42 
Ae 0,092 102 
be LA ke =0,804 
Nach den Diagrammen von LENGYEL [14, 78] oder RicHTER [7] gehéren 
zum Wert = 1,5: 
k= 1,4 b= 0.8 ve 


II. Die Berechnung der Stromverteilung 


Prinzipiell wird die Stromverteilung analog zur Konstruktion des Vektor- 
diagramms der Impedanz gewonnen. 

Das Spiralendiagramm (Ortskurve) von Strom und Spannung einer leer- 
laufenden Leitung ist aus Abb. 23 ersichtlich. Da die Nut einer Leitung im 


Abb. 23 


Leerlauf entspricht, hat deren Strom- (und Spannungsanderung-) Diagramm 
in Abhingigkeit der Hohe einen ahnlichen Charakter. Die Nutimpedanz weist 
gegeniiber der Leitung iiberall einen induktiven Charakter auf. Somit eilt 


ihr Stromvektor im Vergleich zur Spannung stets nach. 


3 Periodica Polytechnica El II/3. 
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Die als Grundlage der Berechnungen dienende Stromgleichung kanr 
man analog zur Ableitung des vorstehenden Ausdrucks der Impedanz gewinnen. 
Unter Anwendung der dort benutzten Bezeichnungen ist der Stromwert an 
einer beliebigen Stelle der Leitung auf den Strom des Leitungsendes bezogen : 


I Ir + I- I; e’* + i ex | (e”* —TY, e ?*) me ero gre e7’* 


Loi. Aree IP, 1 + e28 
eet re e(@t~™) — ch(g, + 7%) fa chg, 
ef |e & ch (g.) chg, 
V 
45 
1 
a5\ base) 
0 
-05 
-4 
-45 


igs 


Der veranderliche Strom I kann statt des Stromes am Leitungsende auch 
auf einen beliebigen anderen Strom bezogen werden : 


1 ie ee I, 


chg, chg,  chg, 


Der Ausdruck lat sich sinngem&B auch fiir den in eine Nut gebettetem 
Leiter anwenden. Die relativen Werte des Stromes : 


als Funktionen von g kann man dem Diagramm der Hyperbelfunktionen ck 
entnehmen. Dies wird in Abb. 24 gezeigt [u + jv = ch (a + jb)]. 

Zur Bestimmung der absoluten Stromwerte muf der Strom irgendwo 
bekannt sein. In der Regel kennt man den Gesamtstrom, also den Strom in 
der Hihe h. Zeichnet man also die relativen Stromwerte, so ist der letzte 
Stromvektor mit dem Gesamtstrom der Nut identisch. Damit ist auch der 
Mafstab des Diagramms bestimmt. Am Boden der Nut ist der Strom gleich Null. 


DIE BERECHNUNG DER LAUFERSTABE VON STROMVERDRANGUNSMOTOREN 201 


Das Stromdiagramm der Nut mit parallelem Wanden geht aus Abb. 25 
hervor. 

Zur Berechnung der Stromverteilung einer zusammengesetzten Nut- 
form soll als Beispiel der gegossene Doppelkafigstab des Beispiels 4 gewahlt 
werden. 

Langs der Héhe des unteren Stabes tragt man zu den Werten yx + j 2/2 
die Vektoren ch (yx + j7/2) auf. Beim oberen Ende des unteren Stabes liegt 
an der Querschnittsanderung ein Sprung vor. Das Ma8B der Stromzunahme 
andert sich an dieser Stelle. Um sich weiter fortbewegen zu kénnen, muf y,, 


»das UbertragungsmaB der Last« bekannt sein, die am Beginn des ersten 
Abschnittes vom Leerlaufzustand her bekannt war. Diesmai kann g, aus der 
Lastimpedanz bestimmt werden. Zum Wert Z,;/Z). des unteren Stabes, der 
auf die charakteristische Impedanz des Steges bezogen ist, wird dem Diagramm 
th der Wert g. = a,-+ jb, entnommen und man setzt die Berechnung mit 
diesem Wert fort. Infolge des Sprunges besitzt hier auch der relative Strom 
einen Sprung. Nachdem aber der Strom nur stetig zunehmen kann, sind die 
danach gewonnenen Stromwerte durchwegs mit dem Verhaltnis der an der 
Grenze der beiden Abschnitte erhaltenen Stromvektoren zu multiplizieren. 
Auf diese Weise gewinnt man ein kontinuierliches Stromdiagramm. Ist der 
gesamte Stabstrom bekannt, so kann auch die AbsolutgréBe der einzelnen 
Stromvektoren bestimmt werden. 

Die den Leitern von verschiedenen Héhen zugeordneten Spannungs- 
vektoren kann man entweder mit der Multiplikation von Strémen und Impe- 
danzen oder aber mit Hilfe des Diagramms der Hyperbelfunktionen sh auf 


Grund der Beziehung 


Bie 
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konstruieren, die ahnlich zur Ableitung des Ausdruckes fiir dex Strom 
gewonnen werden kann. Das Diagramm fiir Hyperbelfunktionen sh ist unter 


Zugrundelegung der Beziehung 
ch g = j ch (g —j 90°) 


mit dem Diagramm fir Hyperbelfunktionen ch identisch. Es sind nur die 
Achsen vertauscht. Die Kurve der Spannungsverteilung ist auch in Abb. 25 
dargestellt. 


Beispiel 17. Auf Grund der obigen Ausfihrungen wurde die Berechnung 
der Stromverteilung des gegossenen Doppelkafigstabes laut Beispiel 4 in der 
Tab. VIII vorgenommen und das Ergebnis in Abb. 26 gezeigt. 


Tabelle VIII 


x yx + jn/2 Teel L-e 

mm =. 

5 0,53 +7120,3° | —0,58 +70,5 | —0,58+ 70,5 
10 1,06 + 7 150,72 1,38 +70,64. | — ieee ees 
15 1,59 + 7175° —2,4 70.07 | 24 2 poe 
17,5) 1,855 4-7 196,4° | —3)13 70.87) = 3 oes 
17,5-| 0,43 +f 180,9° | 1:19 = 710,02 6) gee 
20 0,695 + 7 196° —1,2 70,230 =o eee 
22,5 | 10,9605 7211, 1% “Ved, 26. a ose 23s epee 
24,7 | 1,198.4 j224,6° | =1,965—71,08 |) =o 76 =e Oa 
24,7 | 0,445 + 7 265° —0,093 — 7 0,458.1) eso 776 aaenpaeae 
25,7 | 0,551 + j 271° —0,001 — 70,578 | —2,46— 75,44 
26,7 | 0,657 + 7 277° 40,157 70,198" |e es 
28,7 | 0,869 + 7 289° +452 —j0,929| +0,48 — 710,64 
29,6 | 9,964 + 7 295° 40,6209 1,017 cel a eee 


Auf Grund des vorangefihrten Beispiels kann nach dem Muster der 


Berechnung der Impedanzen auch die Stromverteilung anderer Stabformen 
leicht bestimmt werden. 


Zusammenfassung 


_Die Berechnung der Stromverdrangungsstabe wird auf Grund der Analogie auf die 
Theorie der Leitungen zuriickgefiihrt. Die dort gebrauchlichen Methoden werden angewendet, 
dadurch werden fiir einzelne Nutenformen auffallend einfache Ausdriicke erhalten. Will- 
kiirliche N utenformen kénnen durch eine einfache halbgraphische Methode berechnet werden. 
Der zweite Teil zeigt ein halbgraphisches Verfahren fiir die Bestimmung 
Der Aufsatz zeigt die Berechnung simtlicher in der Praxis 
verdringungsnut und Blindstablaufer. 


der Stromverteilung. 
vorkommenden Doppelnut, Strom- 
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Micrometer is the general designation for instruments of special con- 
struction, employed for precisely measuring fractions of angles or of lengths. 
These instruments fall into two large categories. The first of these categories 
comprises micrometers in which readings of the main scale or of fractions 
thereof are taken by a vernier scale sliding along the main scale. Sliding 
calipers, and micrometer screws belong to this first group, while slip gauges 
representing values which are constant and established are also based on the 
same principle. The common characteristic of these instruments is that me- 
chanical reading or measurements are made by them. 

The second category of micrometers is characterized by the feature that 
here the vernier scale, or its image, is displaced in relation to the main scale, 
or vice versa. The images of the scale or of the sighted point, formed by means 
of optical arrangements, are optically displaced in relation to each other, 
when the readings are taken. This is achieved by bringing into coincidence 
the images of different position of the sighted point. The instruments working 
on this principle are the optical micrometers proper, also called compensators, 
to distinguish them from the micrometers first referred to. 

A brief survey of the history of micrometers is presented before proceed- 
ing to the description of mirror micrometers. 

According to literary records, the first, rather simple micrometer should 
be credited to Montanari, dating back to 1674. It consisted of a scale engraved 
into a glass plate and placed in the focal plane of the objective of asimple 
astronomical telescope, fractions of the scale being so related to the focal 
length as to produce certain angular values in the object field. While the work- 
ing principle of this instrument was strictly adhered to, with the passage of 
time the instrument itself underwent many changes. It is still in use for meas- 
urements of less accuracy, such as e. g. measuring target distances and target 
dimensions with the aid of prism binoculars. However, the results in this man- 
ner arrived at should be considered as estimates rather than measures. 

If, however, the image of the scale is projected onto the field of vision, 
instead of on the scale itself, the process is termed autocollimating angular 
measurement, a method still widely used in goniometres. 
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The movable-hair-micrometer, designed by Gascoigne in 1640 — in- 
dependent of Montanari — marks a distinct advance. In this instrument 


the means of measurement is a stadia line fixed on a carriage or nut arranged 
in the image plane of a surveying telescope. The nut can be shifted by means 
of a leading screw of high precision. Fractions of one revolution of the leading 
screw can be read off a graduated drum, keyed to one end of the leading screw, 
but adjustable. The readings of fractions are also taken by estimation. 

The accuracy of movable-hair-micrometers mainly depends on the accu- 
racy of the pitch of the leading screw. Errors of the pitch run can be either 


cc) 


Fig. 1. Super positioning Fig. 2. Field of view with Fig. 3. Field of view with 
field of view separating line separating line, with the 
image cut in two 


continuous or periodical. Another factor responsible for the accuracy is the 
appropriate bearing of the carriage, and the precise run of the leading screw. 
The most up-to-date type of movable-hair-micrometers is the Bauersfeld 
spiral micrometer, in which no complicated mechanical means is required for 
displacing (controlling) the stadia line. In another known design displacement 
is effected by means of a cardioid cam. 
There are, of course, various existing types of movable-hair-micrometers. 
For fuller particulars, reference should be made to pertinent literature [1]. 
Let us now revert to the type of instrument referred to above, in which 
measurement is effected by the relative displacement of the two images of 
the sighted point, achieved by optical means. Accuracy of measurement is 
obviously depending on the precise coincidence of the images. Hence, in the course 
of time due consideration was given to the shape, dimensions and the pre- 
cincts of the object to be measured, as well as to the various aspects of the 
mental process of human vision, many of which are still unaccounted for. 
Considering the oldest and most simple design of such an instrument, 
the two objectives form two images of similar construction and magnification 
in the field of vision of the instrument (Fig. 1), Taking an instrument adjusted 
to infinity, the images are in exact coincidence, while their relative displace- 


nt, 
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ment increases with the target distance. Coincidence is achieved by using any 
kind of an optical micrometer referred to above. 


For obtaining more accurate results, one can horizontally divide the field 
of vision (Fig. 2), the two images are then formed in the thus obtained two 
fields. Since a constant mark is required for bringing the images into coincid- 
ence, it is advisable to divide the image by a parting line as represented in 
Fig. 3. If the second image is an inverted mirror image of the first, accuracy 
can be further improved. (Fig. 4). 


Fig. 4. Inverted cwinci- Fig. 5. Window field of Fig. 6. Field of view with 
dence field of view view vertical separating line 


The precincts of the point to be covered often disturb measuring. The so- 
called window fields of vision (Fig. 5) utilize only a small portion of the in- 
verted mirror-image for coincidence. 

For the purpose of measuring certain objects or portions of the field, 
vertical division of the image is preferred, for instance in naval range finders 
(Fig. 6). Some designers have extended the principle of the window field to 
cover the full breadth of the field of vision. This results in the so-called hori- 
zontal or vertical band field of view. The most frequent type is of the inverted 
coincidence kind, but there are, of course, instruments with entirely different 
fields of vision designed for special purposes. The two images are produced 
by a prism system provided with two objectives of equal relative apertures 
and equal magnifications. 

For bringing into coincidence the image pairs displaced in the function 
of distance is largely achieved by inserting an optical element, such as a lens 
or wedge, into one of the objectives path of rays. 

Lens micrometers, in most cases consisting of two components, such as 
the Abat micrometer designed in 1777, are applied in photographic cameras 
and in range finders of a short internal base line. As references to these instru- 
ments are rather scarce in literature, it was found advisable to give their brief 
description. 

The refractive indices and the radii of curvature R of the two lenses 
represented in Fig. 7 are equal. In a normal position, the plano-convex and 
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plano-concave lenses if not separated by air form a planoparallel plate ABCD. 
‘In this position, beams coming from infinity pass the plate unrefracted, hence, 
undeviated. If, now, the plano-convex lens is rotated about its centre of cur- 
ature Othrough an angle a, the axis point E, is shifted to Ay, hence, the wedge 
angle g is changed. This type of system can, therefore, be called a prism of 
variable refractive angle. 

Another Abat lens micrometer is illustrated in Fig. 8. It is of an even 
simpler construction, one of the lenses being displaced along a common 
contacting plane surface. The plano-convex lens alone condenses the pencils 
incidentally parallel to the axis in the focus F. Inserting a negative lens of 


Fig. 7. Abat rotatable lens micrometer 


Fig. 8. Abat sliding lens micrometer 


similar focal length and refractive index, the emerging pencil leaves the system 
parallel to the axis, an arrangement representing a simplified version of the 
common opera glass. Let us displace the positive lens by a length b. G,, along 
with the optical axis, will then be displaced to Gy, and the emerging pencil 
refracted at E, will travel over focus F,. When emerging, the parallel incident 
rays run parallel to the line E,F,. The tangent T laid across point E, of the 
radius of curvature R, having a centre O, makes a prismatic wedge angle 
with the common surface of the lenses, subject to the rate of diaplacomenn 
The angle y continually varies with the displacement of the positive lens, so 
that the emerging ray has a deviation 0. 
Devsation can be produced either by tilting an optical plate, but is largely 
made by inserting a prism of small refractive angle, a so-called wedge. In the 
simplest case, represented in Fig. 9, the wedge 7, having a refractive angle 
is rotated about the optical axis, vertically to its principal section. In a baie 
Position, the wedge will cause the incident rays to be refracted at F,, and the 
emerging ones at G. The resulting difference 6 in the direction of the ae causes 
point B in the receiving plane to be shifted to point A. Swinging the ndee 
about the optical axis, A rotates in the same direction, and with the same an- 
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gular velocity as the wedge, thus tracing a circle AECDA. Hence, the path 
_ of the image is not rectilinear but circular, with the result that measuring be- 
- comes impossible. 

Let us now place behind prism 7 a wedge 2 of similar refractive angle 
and refractive index, and let the two rotate in opposite directions, but at 
_ similar angular velocity. This system has been widely used, also as a prism of 
variable refractive angle. The basic concept goes as far back as the 1777 
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Fig. 9. Effect of wedge and wedge pair on deviating the path of rays (Boscovich pair 
; of wedges) 


Boscovich principle. It is sometimes called a Herschel—Rochon prism, yet 
we believe the first inventor, to be Boscovich. 

As can be seen in Fig. 9, incident rays refracted by the wedge 7 swung 
about its axis, trace a conical surface having a base of radius R and a peak G, 
in the plane perpendicular to the axis. Assuming the maximum deviation 
taking place in the planes X and Y, the deviation of the wedge turned through 
an angle a, may be resolved to two components. From the triangle X YZ 


sin @ = sin c-sin a 
in the case of small angles ¢ and y 


fa=-y-sin (1) 


also 
tgp =tgy-cosa 


210 N. BARANY 


and in the case of small angles # and y 
p=y-cosa (2) 


Let us place behind wedge 7 a wedge 2 of equal refractive angle and 
refractive index. Turning the two edges in opposite directions, but at equal 
angular velocity, the deviation is 


dsina + 6 sin [—a] = 0 in the plane xy, 
and 


) oe a + 6-cos[—a] = 26-cosa in the plane yx (3) 


The maximum deviation in the plane xy is (20), when a = 0, and (20- 
cos a = 0) when a = 90°. The horizontal component z independents on the 
sign of the angle of rotation. Turning the wedges through an angle a from the 
position associated with the maximum deviation, the deviation will be 


0 = 2a-cos p 


and will take place in the plane of maximum deviation. If the refractive angles 
of the two wedges are not equal, the deviated sighting line describes an elliptic 
cone. Such an error also occurs if the angles of incidence and emergence of 
the two wedges are not quite equal. As the distance between the pair of wedges 
located behind the objective is in proportion to the distance of said pair from 
the focal plane of the objective, the image displacement occurring on the rota- 
tion of the wedges, is not uniform, Hence, the rotating pair of wedges as a 
compensator only, be placed in front of the objective, in other words, it can 
only be used in parallel radiation. 

The principle that governs this type of instrument is unaffected by the 
method applied for driving the wedge pair. Fig.10shows the driving mecha- 
nism for a rotating pair of wedges, designed for a Zeiss range finder of 2 m 
internal base line. Image displacement or coincidence depending on the dis- 
tance to be measured, the driving mechanism is provided with graduations 
empirically established and representing the distance. A cardan shaft connects 
the driving shaft 77 with a graduated cylinder situated at some distance. Driv- 
ing takes place in the following manner: By means of the gear 9 and pinion 
14 visible behind it the gear 73 keyed to the shaft 77 drives the drum, this 
latter bearing the scale divisions standing for distance. The pointer 7 engaging 
the spiral groove of the drum slides into the dove-tailed guide 8. Readings 
are taken by the mark engraved at the end of the pointer. External readings 
are taken by the graduated drum. At the same time, gear /5 turns gear 72, 
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_ whereupon gear 77 fixed on the shaft 76 drives gear 6 fitted on the mounting 
of one of the wedges. Gear 77 drives the gear 78 in an opposite directon, 
which in turn rotates the other wedge mounting provided with gear 5, in oppo- 
site direction to gear 6, but at equal angular velocity. The rotation of gear 5 


E28 520771G 


11 


19 aS) otf 16 915114513 12 


Fig. 10. Rotating pair of wedges with internal and external reading for a Zeiss range finder 
with internal base line 


is also transmitted to the glass ring 7 bearing divisions 2 microphotographed 
on it. The glass ring is fixed on the mounting by means of ring 79. The lens 
arrangement in mounting 3 behind the ring forms an image of the scale 
divisions, in an appropriate place, for the intrument’s field of view. Hence, 
the observer is able to take the reading immediately on actual measurement. 
The principle of internal reading is represented by the glass ring. — The whole 
equipment is enclosed in the casing 4. 

The deviation of rays produced by the rotating pair of wedges has two 
peaks in relation to the optical axis. Assuming a continuous and uniform 
rotation of the pair of wedges, the object point is displaced on the screen within 
the limits A and C (Fig. 11). This suggests harmonic oscillation, as the path 
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of the point may be considered as horizontal projection of a point moving 
at uniform speed along a circular path, the speed in point A and C being = 0, 
and reaching its maximum at point B. The curve of deviation, as a function 


Fig. 11. The two peaks of deviation caused by a rotating pair of wedges 
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Fig. 12. Curve of deviation, as a function of angles of rotation 


of the uniform angles of rotation a, is shown in Fig. 12. The extent of utili 
tion of the curved section between the peak and the minimu ; an ee 
to the field of application of the instrument, which may be used io h mes 
(surveying) measurement purposes, or for measuring long Cusdeee ee 
military range finders. In neither case can the entire range of patie = 
yim: a small portion, in the vicinity of points A and C ie Loe 
pte ic e eviated point is practically in proportion to the u if i 
while deviation rapidly decreases in the precinct of the Mba eat, 
growing density of divisions thus arising makes readi eiere: oe hoa 
ER ee aN Lari: ing extremely difficult. 
r words, deviation is very small near the peaks, assuming ee angles 


hh PNOCEMS 


vy 


MIRROR MICROMETERS 213: 


_ of rotation a. Hence the range of the scale cannot exceed 90°, if rotating to-- 
gether with the pair of wedges. Nevertheless, inspection of any range finder- 
- with an internal base line reveals that the scale covers as much as 130°. This. 
phenomenon can be explanation in the optical design of the instrument.. 
As has been pointed out above, the rotating pair of wedges is apt to be 

used only in parallel light, that is, if located in front of the objective. 
In the arrangement diagrammed in Fig. 13, the wedge is situated behind 
the objective. This version is given by Maskelyne, and has become known. 
under the denomination of sliding wedge. Here the wedge can be shifted from 
the lens to the image plane E in the sense indicated by the arrow. If it were: 
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Fig. 13. Maskelyne sliding wedge 


not for the wedge, the parallel incident rays would be condensed by the ob- 
jective in focus F. If the wedge 2 behind the objective is replaced by a plane H 
normal to the principal section of the prism, in the case of a small refractive 
angle, the beam will be deviated by the infinitely thin wedge through an angle 
in the position P, point F being thus shifted to point B. The course 6 of the 
point being subject to the distance t of the wedge from the image plane E.,, 


b= BF=61 (4) 


for small angles. 

The nearer the wedge is situated to the lens, the greater the deviation 
and, therefore, displacement of the image, whereas these values equal 0 when 
the plane H of the wedge coincides with the image plane (position P3). In an 
optional position P, image displacement is 6 = AF. 

The chief advantage of the sliding wedge arrangement resides in the fact 
that the distance t required for displacement can be well utilized for a long 
focal length of the objective. The scale engraved on the pointer is directly 
attached to the wedge, therefore there are no dead turns in the. equipment. 
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It is quite suitable for both internal and external readings, and its design is 
much simpler than that of a rotating pair of wedges. | 

Various other more or less different versions of image displacement by 
means of wedge pairs are known. Their detailed description would, however, 
fall outside the scope of the present paper. 


Conclusion 


Wedge pair arrangements entail the following inconveniences, particu- 
larly with respect to image formation: 

1. Even wedges of small refractive angles tend to resolve achromatic 
light into a spectrum, a phenomenon which, while not too disturbing for 
small refractive angles, makes measuring rather inconvenient for refractive- 
angles of some magnitude. To avoid this, wedges of high refractivity are pro- 
duced by cementing wedges of different refractive indices. Since, however, 
actually only two wave lengths of the spectrum can be merged by using two 
types of glass, the disturbing effect of the secondary spectrum should be 
taken into account for such achromatic wedges, if measurement is to be of 
high accuracy. 

However, the manufacture of achromatic wedges is not easy. It is 
essential that the refractive angle of both components should lie exactly 
in the same direction, — therefore, the use of a cementing collimator is re- 
quired. Notwithstanding the utmost care devoted to the process of cementing, 
the constancy of the system is not satisfactory. This has given various re- 
searchers the idea of connecting the wedges by adhesion. When two compo- 
nents of plane optical surfaces are superposed, air is driven out from between 
them, so that atmospheric pressure combined with molecular effects cause 
the two surfaces to adhere to each other. Difficulties may arise with changes 
of temperature. Owing to the different heat expansion coefficients of the 
components and to gravity, the components may under certain conditions 
separate. 

2. Oblique rays incident to an optical plate or a wedge, suffer displace- 
ment or deviation while the image is afflicted with astigmatism. The sagittal 
and tangential images are situated at different points of the axis. This so-called 
astigmatic difference is independent of the object distance for an optical plate 
but depends on and increases with the thickness of the plate. A similar pheno- 
menon can obviously be observed in connection with pairs of wedges, but 
here the astigmatic difference is correlated to the object distance. The shorter 
the object distance, and the larger the refractive angle g, the greater the 
astigmatic difference. The path of the rays through the wedges is one of the 


components responsible for astigmatic differences, this difference, of course, 
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increases with the thickness of the wedge. Astigmatism, therefore, varies 
with the length of the path of rays over the wedges. 

3. Even for the simplest type of wedge pairs, four surfaces will unavoid- 
ably be in contact with the air, leading to a certain loss, due to surface reflection. 
It is, however, possible to reduce this loss somewhat by applying an anti- 
reflection surface coating. 

4, Adequate image formation can only be expected from wedges bounded 
by precisely ground surfaces. If the wedge surfaces are not perfectly plane, 
the wedges will act like condensing or dispersing lenses, thus impairing uni- 
form magnification of the images. This error, in itself, however small, contri- 
butes to aberrations of the image. 

These aberrations increase with the refractive angle and with the thick- 
ness of the wedge and, in addition, their value varies in the course of rotation, 
a phenomenon apt to lessen the accuracy of measurement. There is no need 
for emphasizing the difficulties connected with adjustement to sharpness, 
particularly for long distances. Obviously, the slightest aberration in image 
function renders measurement inconvenient, not to speak of external influ- 
ences affecting operation. 


il 


The necessity of designing an instrument based on the principle of rotat- 
ing wedge pairs, but freed from the aberrations referred to above has been felt, 
and an arrangement produced in which the incident light, instead of being 
deviated, is reflected with the aid of mirrors. A mirror micrometer of this 
kind is illustrated in Fig. 14 and is described below. 

The mirrors are so arranged that their principal section make an angle 
of 45° to each other, the system thus obtained corresponds to the penta mirror 
of constant deviation, known in surveying practice. It will later be explained 
why this particular system as a starting point was preferred. 

To obviate refraction, the facing surfaces BC and EF of the mirrors 7 
and 2 subtending a 45° angle ¢ are anti-reflection coated. The ray J incident 
on BC is reflected at point K and strikes the surface EF whence it is once 
more reflected at point L, the angle of reflection being equal to the above 
angle, As the ray emerges from the system, it subtends a 90° angle at 0 with 
the incident ray. If, now, the air space between faces BC and EF is filled up 
with a glass block (bounded by a broken line in the figure) the known penta 
prism is obtained. 

The penta prism is frequently applied for range finders of internal base 
line, taking the great advantage into account that incident and emergent 
rays always square with each other when the mirror system is rotated around 
its axis 0 perpendicular to the base plane, although their points of inter- 


section vary. 
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The penta mirror or prism is adjustably fixed on the mounting, taking 
great care lest stresses should arise. The use of mirrors to replace prisms is 
gaining more and more ground, even for instruments of small size. The material 
and dimensions of the mirror mounting should so be selected that the change 
of its wedge angle with temperature should not exceed the measuring accuracy 
of the instrument. 

Fig. 15 represents a modern Zeiss prop mirror mounting. The mirrors 
2 and 3 are pressed to the horizontally grooved operating surfaces 6 and 7, 
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Fig. 14. Path of rays in the penta mirror 


by means of bars 4 and 45 screwed onto the heat-treated steel mount 7. Rather 
thin necks 70 and 77 provide connection to the mirror with the protruding 
sockets 8 and 9. As the sockets are rigidly held in place by the bars, changes 
of temperature will cause the mirrors to suffer tensile stresses. To eliminate 
such stresses, the neck has been made as thin as is possible within strength 
limits. Corners have been rounded off or disedged, with a view to avoid excess 
material. 

The shape of the mirror mounting suggests that its expansion, due to 
unilateral temperature effects, is not uniform. The operating surfaces turn 
in relation to each other, taking along the mirrors attached to them. This in- 
variably leads to a change in the refracting angle of the mirror mounting. 

The shape of the mounting is affected not only by external influences 
and by temperature, but by the antecedents of the system. Taking an ex- 
pansion coefficient of « =0,000 012, a distance of the near-by operating 
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Fig. 15. Zeiss penta mirror mounting 
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surfaces a, a distance of the distant operating surfaces b, and a distance ¢ 
between a and b, then, in the case of a uniform drop of Temperate At from a 
toward b, the penta mirror suffers a change of angle that is, about 4.8 seconds 
from t = 1 Centigrade. 


a. At (a+b) 
Age Qe (5) 


a 
mm, wee 
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Fig. 16. Diagram of Zeiss penta mirror Fig. 17. Zeiss one-piece penta mirror 
mounting 


The mirror mounting above referred to was further developed by the 
Zeiss Company. Fig. 17 illustrates a section of it which from the viewpoint 
of precision mechanics is very instructive. The mirror 75 is connected to the 
glass mounting 8 by thin legs 76. The nut 73 screwed on the threaded portion 
7 of the leading screw 3 presses on disc 72 with the aid of a spherical washer 2. 
Pressure of the dise lying on the balls 77 is translated through washers 70 to 
the rubber washers 9, pressing the mounting 8 against the rubber washers 7 
placed on the base plate 6. The leading screw 3 screwed into the base plate 6 
rests on the disc 4 of a larger diameter. The whole system can be fitted on 
to a part of the instrument with three screws. Nut 73 is slit, and its two halves 
resiliently use the screw 74 driven through it. 
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The Goertz mirror mounting represented in Fig. 78 has a different, but 
equally ingenious design. Mirror 2 and the components required for fixing it 
were in the figure removed. The mirrors 7 and 2 engage the optically ground 
surfaces 3, 4 and 4 of the mounting. The fixing jaws 77, 72, 73 and 14 tightly 
held by the screws 9 and 77 serve to eliminate lateral displacement of the mir- 
rors. The plate 79 with its short, rounded off legs 75, 76 and 77 is attached to | 
the back surface of the mirrors, and is held in place by the screw 6 threaded 
into fork § arranged on the mounting, and protruding into bore 78 of the plate. 


Fig. 18. Goertz resilient penta mirror mounting 


A pin 8 extending into hole 20 and fixed to fork 7 secures the plate 79 against 
turning. The two ends of the mirror mounting 27 are rigidly connected by rod 22. 


III. 


The use of the penta mirror as an optical micrometer is subject to the 
condition that the reflecting surfaces — as in the case of an instrument for 
setting out right angles — should be so swung in relation to each other so as 
to convert them into a rotating pair of wedges of variable refractive angles. 
To achieve this, the two wedge-shaped, externally coated mirrors 7 and 2 
illustrated in Fig. 19 are rotated — in opposite direction to each other — 
around the axes T and T,-normal to their exterior faces. The penta mirror is 
thus converted into a penta micrometer, similarly to the pair of wedges by 
Boscovich. 

In the initial position as shown in the figure, the system represents a 
common penta mirror, for the faces of the mirrors 7 and 2 make a 45° angle 
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in position I. The rays arriving from direction J are twice reflected and emerge 
in the direction J,. The incident and emerging rays subtend a 90° angle at O. 

Turning the mirrors into position II, the incident ray is reflected at point 
A of mirror 7, then at point A, of mirror 2, and finally emerges towards J. 


A ts 
Ly A 4 


Fie. 19 ke RA he is ; 
g . A simple penta mirror, used as a mirror micrometer 


- the mirrors are turned in an opposite direction, the ray will suffer a deviation 
rom position I to position III in accordance with the arrow. In the latter po 
sition the light is reflected i a 
ght is -cted at point A, (mirror 7 se i 
A and at A (mirr 
speereria ) ( or 2) and emerg- 
The deviation of the reflected rays shows that the penta mirror thus 
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as an instrument for setting out constant directions and securing a constant 
sighting line. 

The rays reaching the mirror system are reflected — without being 
refracted — by an air-contacting surface coated with aluminium or with 
some other metal. Hence, the instrument is free from the errors and aberrations 
in connection with rotating pairs of wedges referred to above. 

Considering the path of rays, one finds that the rotation of the mirrors 
results in a change of the side lengths of the triangle abc (Fig. 20) which in 
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Fig. 20. Displacement of image plane resulting at the rotation of the mirror micrometer 
z.-20. 


turn means, that the image formed by the objective, that is, the focus 1 
travels to F,, displaced by a length x along the axis. The value of x varies 
in accordance with the curve shown in Fig. 20 for a range finder of 0,3 m in- 
ternal base line. The human eye being unable to perceive a parallax of 0,1 
mim, this error does not involve inaccuracy of measurement for small mirror 
angles. 

oa laboratory model of the instrument is represented in Fig. 21. It must 
be emphasized that the instrument is only suitable for test purposes, as the 
gear mechanism drive is not able to achieve the required accuracy. In addition, 
the error becomes greater in accordance with formula (5). 


Der (6) 


Apart from the mode of drive applied, correction is to be sought by selecting 
suitable materials and shapes, as well as appropriate heat insulation me- 
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thods. Finally, it must be kept in mind that all mirrors are afflicted with 
a certain amount of wedge error which is apt to arise on rotation. It is, 
therefore, advisable to take twice this error into account. 

The mirror micrometer, when used as a penta micrometer for range 
finders of internal base line is a combination of the penta mirror and the ro- 
tating pair of wedges. It can also be suitably used in all instruments based 
on the principle of micrometer measurement by means of optical deviation 
of the direction of the radiating energy. 


a. : : : 
Fig. 21. The penta mirror a’ mirror micrometer 


It has already been mentioned that the displacement of the length of 
the path of rays in the case of rotation, as a function of the angle a in basic 
position, that is, if a = 0, i 


X,=0 =a: 


tg45° + ctg 22,5° cos 45° 


vrt-14[- (gata all 


If a varies, the displacement of the image is 2a. Thus one can write that 


pay [i h tg 45° +-2a—1 |-[) L 1 \| 


| tg 45° + 2a + etg 22°30’ +a cos 45° + 2a 
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y The location of the mirrors or wedges depends on the principle of the 

instrument’s construction. Fig. 22 shows an embodiment in which the mirrors 
7 and 2 are situated beside each other. In this case, however, a third auxiliary 

mirror 3 is required. In another version the mirrors face each other at optional 
- distances, with their axes laterally displaced in relation to each other. The 
_ laboratory scale model shown in Fig. 22 applies plane parallel plates with 
_ front metal coating, the wedge angles are determined by the tilting of the 


Fig. 22. Mirror micrometer with auxiliary mirror and parallel shaft drive 


mirrors with a micrometer. This method is able to secure the wedge angles 
required for research purposes. 

It is to be noted that in addition to rotating pairs of wedges and sliding 
wedges, other wedge combinations may also be used for measuring small 
angles. The pair of sliding wedges of equal refractive angles and refractive indices, 
but opposite in position, is an arrangement similar to the Maskelyne type 
sliding wedge pair. The Colzi swinging pair of wedges comprise two prisms 
of equal refractive angles and refractive indices, arranged around the two 
axes; the wedges can be opened and shut like a pair of scissors. Systems. 
like the Barr and Stroud arrangements have a wedge pair situated behind 
the objective, with an opening smaller than the free aperture of the objective. 
While the beams suffer no refraction at the centre of the objective, they are 
deviated at the margins of the ring-shaped wedges, in accordance with the 
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position of the wedges. Another design presents pairs of wedges bts no aper- 
ture, but a smaller diameter than the free aperture of the objective. 

The measurement of small angles is not the sole field of application for 
mirror micrometers. They are adapted for various other purposes, such as 
e. g. the adjustement of revolution numbers. When keeping the revolupious 
of two electric motors at constant values, one may make good use of the Lissa- 
jous figures. The derivation of this phenomenon is strictly in the scope of 
physics, so that we shall restrict ourselves to considering the underlaying 
principle. 


Fig. 23. Resultant path of point, due to oscillation of two mirrors 
with mutually perpendicular axes 


It has been stated above that in the mirror micrometers emerging rays 
are displaced along a straight line in accordance with the special location 
of the mirror arrangement. Let us place a second mirror system behind the 
first, in such a manner, that the rays emerging from the first should travel 
through the second system ; and let the principal section of this latter system 
be normal to the principal section of the first. If, now, the mirror pairs rotate 
independently of each other, the point of intersection of the emerging rays 
will trace a curve corresponding to the resulting motion. This curve can be 
established either by computation or by graphical construction. This latter 
method has been applied in the following example, let us consider two mirrors 
oscillating about two rightangled axes (Fig. 23). Lens 3 forms an image of 
the filament of the low-voltage incandescent lamp 4 on screen 7, the rays 
having been reflected by mirrors 2 and 5. Mirror 2 oscillates around the hori- 
zontal axis H while mirror 5 performs rapid oscillations around the perpendic- 
ular axis V. The curve depends on the oscillation number, on amplitude 
and on the phase difference. 

Fig. 24 shows the graphical construction of the curve. For this purpose, 
the circumference of the circle was divided into 24 parts, and the division 
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points were connected by horizontal and vertical lines. If mirror 3 is stationary 
(Fig. 23), but mirror 2 oscillates around axis H, the point traces the line ab 
on the screen, whereas with the mirror 2 being stationary and mirror 9 oscil- 
lating about the axis V, the line cd is traced. Both oscillations produce a re- 
sulting motion. Once more considering Fig. 24, the point passes along the line 
AB in its horizontal course, and along line CD in its vertical course, both 
courses in one oscillation requiring equal periods of time. The point starting 
from O reaches 7 during 1/,,th part of the oscillation period, it reaches 2 during 


Fig. 24. Graphical construction of the Fig. 25. Cireular path; phase difference 
path of the oscillating point in) =the) 


2/,,th parts, etc. The same applies to the vertical motion. If the point starts 
from O both in the horizontal and vertical direction at the same time, then 
its course can be readily plotted and its location determined during any given 
24th part of the oscillation. The path of the point will follow the diagonal 
of a square. 

Therefore, the oscillation number of the two mirrors is equal. For a 
phase difference of N= ¥% — that is, oscillation of the one mirror starting 
when the other mirror has already completed one half oscillation — the re- 
sulting path of the point is once more, a straight line, only perpendicular to 
the former one. 

Considering a phase difference of N = 1, represented in Fig. 25, the 
vertical motion will have brought the point to C when the horizontal right- 
handed motion begins. The motion downward from C is superposed on the 
right-hand motion, and arrives to 1 during 1/,,th part of the oscillation period. 

If one continues the plotting, one finds that the point traces a circle 
CBDAC. Reaching point B, the right-hand motion changes to the left. For 


a phase difference N = 344, the point runs along the circle in an opposite sense. 
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Considering a phase difference of N=%/,= 8/,, (Fig. 26), the pone 
will have left points a, b and ¢ on its upward course, when starting on its 
horizontal motion at c. Plotting the path of the point yields an ellipse, and 
again one of opposite direction for N = "/, = 79/o,. Each phase difference 
results in an ellipse of different eccentricity. ie 

Starting from a phase difference of N = 0 and taking steadily increasing 
phase differences, the straight line is converted into first a flat thes a breadas 
ellipse, then into a circle, and finally into an ellipse of opposite direction, 


Fig. 26. Elliptic path; phase difference Fig. 27. Paths of rays obtained with 
ING 


continually increasing phase differences 


giving the impression of an ellipse swinging about its own major axis. (Fig. 
27). Every phase difference is associated to a certain curve, and the rate of 
variation depends on the duration of oscillation. 

From the above brief description it follows that it is possible to produce 
oscillation figures by means of two penta mirrors so located that their prin- 
cipal sections are normal to each other. The curves traced on the screen by 
the ray travelling through and emerging from the two systems during rotation 
of the mirrors correspond to the amplitude, the oscillation or revolution number 
and to the phase number. If the r.p.m-s are equal, the course of the ray 
is a straight line subtending a 45° angle with the horizontal. 

Applying this principle for securing the constancy of speed of two electric 
motors, two separate mirror micrometers can be operated. The emerging 
rays are directed to a slot-shaped photocell, the effective surface of which 
corresponds to the cross-section of the pencil of rays. On the event of equal 
r.p.m-s, the straight line traced by the luminous point will entirely cover 
the effective surface of the cell. As soon as the r.p. m-s are different, the 
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straight line emerges from the slot, and the point traces the curves referred 
to above. Thereupon, an electric apparatus controlled by the photocell ad- 
justs the r. p. m-s of the lagging or too speedy motor. 

Let us now consider the accuracy of the instrument, that is, determine 
the lowest difference in r. p.m-s to equipment is still responsive. Taking two 
motors with revolution numbers of 400 and 400,1 per second, there is a differ- 
ence of 1/,) revolutions per second. Therefore, in 10 seconds the Lissajous- 
figure will have performed a full revolution, comprising all possible phase 
differences. Let us take another case where the Lissajous-figure is completed 
in one minute only. It follows that while one motor makes 440.60 = 26 400 
revolutions, the other performs 26 401. The ratio between them is 26 401 to 
26,400 = 1,000 038. Thus, this method is adaptable for determining very 
small differences of revolutions and it is possible — employing appropriate 
electric or electronic equipment — to keep the revolutions at constant values. 
The above description makes it clear, that the operation of this instrument 
is entirely automatic. 


Summary 


Some of the known micrometers for measuring small angles and short distances have 
been described above. An attempt was made to replace the 200 years old Boscovich rotating 
pair of wedges by a mirror micrometer. In the new instrument a mirror micrometer is used 
as a penta mirror, thus associating the penta mirror with the rotating pair of wedges. Its 
accuracy depends on two factors: the mode of drive on one hand, the deformation of the 
mirror mounting owing to changes of temperature on the other. As regards the mode of drive, 
a gear mechanism can only be applied on a laboratory scale, as it does not give a satisfactory 
accuracy in the transmission of angles. Therefore, one has to apply other modes of drive. 

Temperature influences can be felt by the mirror mounting, generally used for penta 
mirrors too. It is therefore essential to provide for heat insulation, and to resort to the most 
eareful methods manufacture. 
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MATHEMATISCHE UNTERSUCHUNG DER STATIONAREN 
UND TRANSIENTEN VORGANGE IN ELEKTRISCHEN 
DREIPHASENMASCHINEN MIT HILFE 
VON HYPERMATRIZEN 


V. Lovass-Nacy und K. SzEnpyY 


(Eingegangen am. 4, Februar 1958) 


1. Einleitung 


Kine groBe Anzahl von wissenschaftlichen Arbeiten und Biichern der 
Fachliteratur befassen sich mit der mathematischen Untersuchung der sta- 
tiondren und transienten Vorgange in elektrischen Maschinen und Transfor- 
matoren [1]—[6]. Die neueren Arbeiten [7]—[17], welche derartige Berech- 
nungen bringen, verwenden in zunehmendem MafBe die sogenannte Matrizen- 
rechnung. Diese Rechnungsart erméglicht bekanntlich einerseits eine ein- 
fachere und iibersichtlichere Schreibweise der mathematischen Darstellung 
dieser komplizierten Erscheinungen, andererseits ergibt sich hierbei die Ablei- 
tung weiterer Zusammenhange, die sich ohne Verwendung der Matrizen- 
rechnung kaum gewinnen lieBen. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, mit 
Hilfe der neuesten Resultate der Matrizentheorie — oder besser gesagt mit 
Hilfe einiger neuerdings bekannt gewordenen Eigenschaften der Hyper- 
matrizen [19] — die stationéren und transienten Vorgange dreiphasiger 
elektrischer Maschinen zu untersuchen. 

Wir wollen unsere Untersuchungen auf solche synchrone und asynchrone 
Maschinen ausdehnen, deren Statorwicklung dreiphasig ist, wahrend ihre 
Rotorwicklung entweder zwei- oder dreiphasig ausgefiihrt ist. Wir nehmen 
dabei an, da der Stator nur eine einzige Wicklung besitzt, wahrend der Rotor 
zwei Wicklungen tragt, was bei Synchrongeneratoren und Asynchronmotoren 
normalerweise der Fall ist. Es besteht jedoch ohne weiteres die Méglichkeit, 
die so abgeleiteten Resultate auch fiir Maschinen mit mehreren Wicklungen 
auf Stator und Rotor zu ibertragen, 

Fiir unsere Untersuchungen haben wir beziiglich der hier behandelten 
Maschinen folgende Annahmen zugrunde gelegt : 

a) Alle 3 Phasen des Stators bzw. eines dreiphasigen ‘Rotors sind 
gleichartig gewickelt und gegeneinander elektrisch um ae verdreht. 


b) Die Eisensattigung wird nicht beriicksichtigt, also die Permeabilitat 


als gleichbleibend angenommen. 
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c) Die Eisenverluste — Hysterese und Wirbelstromverluste — werden 
nicht beriicksichtigt. 

d) Der Skineffekt wird nicht in Rechnung gezogen. 

e) Leckstréme (durch Ableitung) werden vernachlassigt. 

f) Die Winkelgeschwindigkeit des Rotors wird als konstant angenommen. 

g) Die Feldverteilung ist im Luftspalt sinusférmig. 


2. Bezeichnungen 


Die gegenseitige Lage der Wicklungen von Synchron- oder Asynchron- 
maschinen mit zweiphasigem Rotor ist aus Abb. 1 zu ersehen, die von Maschi- 
nen mit dreiphasigem Rotor aus Abb. 2 (s. auch FuBnote 1). Bei der mathe- 
matischen Erfassung des Problems haben wir als allgemeineren Fall einen 
zweiphasigen Rotor beriicksichtigt. Wir werden namlich spater sehen, daB 
simtliche auf zweiphasige Rotoren beziigliche Beziehungen — unter Beach- 
tung gewisser vereinfachender Annahmen — in Gleichungen tberfiihrt werden 
kénnen, die sowohl fiir dreiphasige wie auch fiir zweiphasige Rotoren giltig 
sind. 

Den Phasenwicklungen des Stators (A) sind den Achsen a, b, c zugeordnet. 

Im Falle eines zweiphasigen Rotors benutzen wir bei Synchronmaschinen 
die folgenden Bezeichnungen : 

Erregerwicklung: F, 

Dampferwicklung: D, 

Polachse in der Langsrichtung: d, 

Polachse in der Querrichtung: q (rechtwinklig zur Langsrichtung). 

Die Dampferwicklung ist tatsichlich zweiphasig und die Achsen der 
einzelnen Phasen fallen mit den Achsen d und q zusammen. Die Erregerwick- 
lung ist tatsachlich einphasig und ihre Achsenrichtung fallt mit der Langs- 
achse d zusammen. Nichtsdestoweniger nehmen wir sie als zweiphasig an 
und bestimmen, da die zweite, in die Querachse q fallend angenommene 
Phasenwicklung als dauernd offene Wicklung zu gelten hat. Unter dieser 
Bedingung sind namlich die abgeleiteten Zusammenhange symmetrisch und 
lassen sich ohne Schwierigkeit auch auf asynchrone Maschinen iibertragen 
(s. Punkt 5). 

Im Falle eines zweiphasigen Rotors sind bei asynchronen Maschinen 
beide Wicklungen des Rotors tatsachlich zweiphasig. Im Interesse der Einheit- 
lichkeit der fir Synchron- und fir Asynchronmaschinen abgeleiteten Zusam- 
menhange bezeichnen wir bei den asynchronen Maschinen die eine Wicklung 
ebenfalls mit F', die andere mit D. Obwohl im Falle von Asynakronen at en 


1 Der Ubersichtlichkeit halber haben wir nur eine Wicklung 


des Rotors, seine Erreger 
wicklung, zur Darstellung gebrecht. 
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die Polachsen tatsachlich nicht existieren, bezeichnen wir doch im Interesse 
einer einheitlichen Behandlung auch hier die beiden Phasenwicklungen mit d 
bzw. mit q. 

Bei Asynchronmaschinen mit dreiphasigem Rotor bezeichnen wir im Ein- 
klang mit den obigen Festsetzungen die eine Wicklung mit F, die andere mit D, 
innerhalb der Wicklungen jedoch die einzelnen Phasen mit a; bs-¢: 


Abb. 1 


Die Wicklungswiderstdnde bei Maschinen mit zweiphasigem Rotor bezeich- 
nen wir wie folgt: 


Tag =TAyp =TAac=Ta ---- Widerstand einer Wicklung des Stators, 
rrq ---- Widerstand der Phased der Rotorwicklung F, 
Trq -+:- = 3 ” q » Tr) BR; (2.1) 
T pa * A: Of ae A D, 
TDq Pe as Ba Te Se Re D 


Selbstinduktivitat und Gegeninduktivitit der Wicklungen einer Maschine 
mit zweiphasigem Rotor : 


a) Die Selbstinduktivitdt des Stators ist : 


Lag =la +, cos 20 


eo I, + Hyeos 20 — © =| eet is cos po+—* 


ie eke 
3 


Ax 


204 


lac =1, + 1, cos 


5 | ala t tacos 


Periodica Poly hnica El II/3. 
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b) Die Gegeninduktivitét des Stators ist : 


1 ; 27 
bags = = | a + U/,, cos eo o aw | = —|tas + U4 g €OS [20 al 
<ai | oT | ; 22 
Lage = —|lag + Hag cos 20+ ]| = —|lae + Vag COS Bess \ ¢ (2.3) 
3 : 
= ts + Uqg 008 [20 i =| a et eer 


c) Die Selbstinduktivitéten des Rotors sind : 


leq .-- Selbstinduktivitat der Phase d der Rotorwicklung F, 


leg eee 99 +) 99° q 2° 29 ie (2 4) 
Ina eee 29 29 2? d 23 29 D, 
Ipq cme) 2 oe) 29 q 2 D 


d) Gegeninduktivitdten des Rotors sind : 


lipq ..- Gegeninduktivitat zwischen den Phasen d der Rotorwicklung 
F und D, (2.5) 


Inpq --. Gegeninduktivitat zwischen den Phasen q der Rotorwicklung 
F und D; 


zwischen den Phasen d und q der Rotorwicklungen F und D gibt es 
infolge ihrer gegenseitigen Lage im Raum keine gegenseitige Induktions. 


e) Die Gegeninduktivitdt zwischen Stator und Rotor ist wie folgt : 


a) Die Gegeninduktivitat zwischen den Phasenwicklungen des Stators 
und der Phase d der Rotorwicklung F: 


MagFd = Mpq cos 


22 
Mayra = Mpq cos | — —— 


(2.6.1) 


Macrq = Mpq COs ? ae ~ 


6) Die Gegeninduktivitat zwischen den Phasenwicklungen des Stators 
und der Phase q der Rotorwicklung F : 


~ a ee eh 
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M agrg = —Mpq sind 
M ayrq = —Mr, sin tr 
(2.6.2) 
: 2 
M Acrq = —_—M rg sin ee 


y) Die Gegeninduktivitat zwischen den Phasenwicklungen des 
Stators und der Phase d der Rotorwicklung D: 


M aAgDd — Mpa cos? 


Marn7q = Mp, cos | — 2 
AbDd — ™pgq 3 (2.6.3) 
=| 


Mm acnd — Mpg CO8 9 oe a 


6) Die Gegeninduktivitét zwischen den Phasenwicklungen des 
Stators und der Phase q der Rotorwicklung D: 


M AaDdq = —_— Mpg sin ? ) 
M AbDq = —™Mpg sin oO == ey 
wa ee (2.6.4) 
; 2% 
M acpq = —Mp, sin [° aa as 


In den oben eingefiihrten Bezeichnungen bedeuten die Werte : 
lala, Lag Ea: lia; Lig, loa lpg lEDar Leng Mg, MFq, "pa, Mpg 


unverdnderliche GréBen. 
Stréme und Spannungen bei Maschinen mit zweiphasigem Rotor sind die 


folgenden : 


a) Stréme und Spannungen des Stators : 


Yaar tabe tAc? UAar UAb? UAc> (2.7) 
b) Stréme und Spannungen des Rotors : 
izgo Urq +++- Strom und Spannung der Phase d der Rotorwicklung F ; 
Lrg UFq ++e- 29 29 29 ) 29 q 29 F, 
tpa> UDd ++:- 29 2 ” 2 29 d 2 29 DD; 
tpg UDq ++: 7) 29 2 29 oe) q » ” D. 


5* 
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Die Wicklungswiderstinde der Maschine mit dreiphasigem Rotor sind : 


Taq =TAb = TAc=Ta ---- Widerstand der Statorwicklung, 
Tra =V rp = Tre =r ---- Widerstand einer Phase der Rotorwick- 

lung F, (2.8) 
Tpa ='pp =TDe = Tp ---- Widerstand einer Phase der Rotorwick- 

lung D. 


Die Selbstinduktivitét und die Gegeninduktivitat der Wicklungen einer 
Maschine mit dreiphasigem Rotor 

Da ein dreipoliger Rotor immer Zylinderform hat (Kreiszylinder), 
vereinfachen sich die Selbstinduktivitat und die Gegeninduktivitat gegeniiber 
den entsprechenden Beziehungen bei Maschinen mit zweiphasigem Rotor 
und ausgepragten Polen bzw. elliptischem Querschnitt, wie folgt : 


a) Die Selbstinduktivitdt des Stators : (2.9) 


Lag a Lay = Lac —— I,. 


b) Die Gegeninduktivitat des Stators : 


Lag = Laac <a Late — =e . 


c) Die Selbstinduktivitét des Rotors : (2.10) 


a) Die Selbstinduktivitat der Rotorwicklung F': 


lig lig Lie Ly : 


P) Die Selbstinduktivitat der Rotorwicklung D: 


Ing Iny In. ln ) 


d) Die Gegeninduktivitdt des Rotors : 


a) Die Gegeninduktivitat zwischen den Phasen der Rotorwicklung F: 


Leap = lege = lpoe = —lyg (2.11.1) 


B) Die Gegeninduktivitat zwischen den Phasen der Rotorwicklung D: 


Lap Inac = lppe =alro. (2.11.2) 


6 


eth mee arte 
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y) Die Gegeninduktivitaét zwischen den Phasen der Rotorwicklung 
F und den Phasen der Rotorwicklung D: 


lrapp ae lryne = lena = 


lana = Leppp a lireDe =2 lp ° | 
| (2.11.3) 


= Trane = lropa = leeps & —l pp - 
e) Die Gegeninduktivitdt zwischen Stator und Rotor : 


a) Die Gegeninduktivitaét zwischen den Phasenwicklungen des 
Stators und den Phasenwicklungen der Rotorwicklung F: 


M sara = Maprs = Macre = Mp cos D ) 
22 | 
m — 7) =m = 7, cos |v — = — 
AaFb AbFe ACFa F 
cn Sere (2.11.4) 
22 
M aare = Mayra = Macry = Mp CoS |V + oe 


B) Die Gegeninduktivitat zwischen den Phasenwicklungen des 
Stators und den Phasenwicklungen der Rotorwicklung D: 


M agda = Nappy = Macpe = Mp cos V 


‘9 22 

M Aqgpb = Mande = Macda = Mp COS |V — —— 
3 (2.11.5) 

22 

M agpe = Magna = Macps = Mp cos |P + “ce 


Die Stréme und Spannungen einer Maschine mit dreiphasigem Rotor sind : 


a) Die Stréme und Spannungen des Stators : 


taar tAb» tacs = UAg> UAdo UAc- 


b) Die Stréme und Spannungen des Rotors : 


a) Die Stréme und Spannungen der Rotorwicklung F: 


Thao tRpo URcs 6 UFae UFD® Uc: 


B) Stréme und Spannungen der Rotorwicklung D: 


Upq2> Ypb> Ype> =UDa> “db> “De* 
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Die im Aufsatz angewandten Bezeichnungen der Matrizentheorie 


A= [411 42 +++ 4m .... quadratische Matrix aus aj skalaren 
Qo, Aggy .. +» Aan Elementen. 


Ami Ime -+- amm 


A = [Ay Aj .-- Ain .... quadratische Hypermatrix aus Aj; Blécken: 


IN Se ORC RR RAS See Die konjugiert transponierte Matrix von A 
a= [a .... Spaltenmatrix aus a; skalaren Elementen. 

Os 

Am 


% A : 
a* = [a,,4@,,...,4,,| .... Zeilenmatrix aus a; skalaren Elementen. 


a=[a,] .... Hyperspaltenmatrix aus a; Spaltenmatrixbliécken. 
oe 
Gy, 

Ceo, Crs +++ 2m) = [Co 1 --- &m ]--- Zyklische Matrix. 


Cr Chee ee 
Cin Case Cy 


A X°*B=[a,B a,.B ... a,,B]... Direktprodukt. 
dy, B Mo.B ... do, B 


a, B a2 B meus am 


mB 
Alo aeegaet geese Die Determinante von A 
Eom fs « - 0k ere Einheitsmatrix m-ter Ordnung. 


Diagonalmatrix m-ter Ordnung. 
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Koeffizientenmatrizen : 


Die K oeffizientenmatrizen einer Maschine mit zwetphasigem Rotor sind 
die folgenden: 


Die Widerstandmatrix : 
R = ¢(R,3, Re, Rp.2>; 
R,3=7r,E;; 
Rro =<rra> rq) 
Rp» == Ends "pg? 
Die Induktivitdtsmatrix : 


L= Ly. M; Mp 
3,2 


3,2 


we 


MF Lz. Lep. 
MS Line Lp,» 


Las a 


we 


laa aad Yaac 
Lab Lan lage 
Laac Yave lac 
Ly,» = <(lra: legs 
Lye = <Ipa> lng > 
Lep,e = <lrpa> ling >$ 
Mp = [Magra Maar]; 


(3,2) 
MapFd Mapbrq 


Macrd M ackq 


D—|™aadd "asada 
Mappd MaAaDdg 
Macdd ™acpqs + 
Die Koeffizientenmatrizen einer Maschine mit dreiphasigem Rotor sind 
die folgenden: 


Die Widerstandsmatrix : 
R=¢R,,3, Res, Ros >; 
R43 =T,E;; 
Re 3 =Tr Es; 
Rp.3 =TpE;. 
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Die Induktivitdtsmatrix : 


L=[L,,3 Mp,s Mp3 |; 
Mi,3 Lz,3 Lrps 
M5,3 Lép,3 Lp,s. 


La,3 =C(l,,— Lag» ie Lag); 
Le =C(lp, — Ings — Ip); 


Lp,3 = C(lp, m Ings es Ing) 


Lep,s ss Lp : C (2, als —l); 


22) 
M;,3 = mp G [cos cos 9 — ="), cos O+4 = 
Mp3 =mp-C\cos?, cos (9 — = » cos |e + =| 


Strom- und Spannungsmatrizen : 


- 
7 


Die Strom- und Spannungsmatrizen einer Maschine mit zweiphasigem 


Rotor : 
1=[ta]s Wn=[taa]s te = ste > Ip = [tna 
Ip Vad Ung Ung 
Ip Vac 
u=[4,|[s U4 = [ Uac]s Ur =| Ura] 3 Up =[Upg 
Up WAb Urq Upg 
Up WAc 


Die Strom- und Spannungsmatrizen einer Maschine mit 
Rotor : 


I 


Wad3) 1a = [tae] ip = [tia |3 inte 
ip Uap trp | Upp 
ip Vac Uc E Ue 
u=[u,]3; uy, = UAg|> Ur =| Ura]; Up —[ Up, 
Up WaAp UFp ee 
Up UAC UF¢ Upc 


° 


dreiphasigem. 
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3. Einige im Aufsatz benutzte matrizentheoretische Zusammenhinge 


Nehmen wir an, da samtliche Blécke der nur aus quadratischen Blécken 
m-ter Ordnung bestehenden Hypermatrix mx n-ter Ordnung 


Pen fei 6) 0. Me es a) Kel 40 


zyklische Matrizen sind. In diesem Fall kann ein beliebiger Block 


Ai; = 14% ,i7 ij - ++ Gm-1Lij 
Am—1,ij %0,ij ++ + Gn—-2, ij 
Q, ij As, ij 9, ij 


(siehe Literaturnachweis [18] Seite 452) in der kanonischen Form 


1 m= > 
Ay 'S 2 tai) .| (li@ssae, oF] (3.1) 


2 


dargestellt werden, wo 


Ay, ij = A, iy + 9,179 ss + Om—1,47 Or" * 5 (3.2) 
2vnj 


Oya eee ies 


Unter Anwendung der zyklischen Blécke zur Aufstellung der obigen 
kanonischen Form kann die Hypermatrix A natiirlich in der folgenden Weise, 
als eine Summe von Direktprodukten, aufgeschrieben werden : 


1m x woe, 
A SS font As 43 eee Ay. in aioe 1 [1 Myo eee 9 OO, ] (3.3) 
m y»=0 
Ay 04 Ay, 29 sae Ay,on 


oe 6 6 ee cee es 8 
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Da nun die Multiplikation zweier Direktprodukte in der Form 
(Uy x* Vy) (Uz X* Vg) = (Uy Uz) + (Vs Vo) 


ausgefihrt werden kann (vorausgesetzt, da U, und U, baw. V, und V, 
in der vorliegenden Reihenfolge konformabel sind), und da ferner 


[1,,,...,@74] 7 1 ]=0, wenn w+» ist sowie 
Ou 
m—1 
wo", 
[i Oo oe mal =m ist, so wird ersichtlich, 
Oo, 
m-1 
oy 


daB eine beliebige analytische Funktion der Hypermatrix A in der folgenden 
»semikanonischen« Form : 


m—1 =| = 
f(A) aia ‘ssi Asa Aaa eae ee ( ae 1. |[B@,. oneal 
m y»=0 
Ayo », 22 Ay, on O, 
A ee : (3.4) 
( Avra Aina Canc A,, nn _] MEO oee 


baw. mit HKinfiithrung der Abkirzungen : 


SF evra Te! a 0: a, hr eee ae! 


Ay, ni ers Feed sees 
und Wie 1 
O, 
CF ae 


in der Schreibweise : 


m—1 


(A) aa > f(A.) X*w, we dargestellt werden kann. 
r= 
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4. Die Matrizengleichung elektrischer Wechselstrommaschinen 


Wenn wir das Induktionsgesetz bzw. das »zweite« KincHHorrsche Gesetz 
(siehe Literaturnachweis [20] S. 13 bzw. S.140) unter Beachtung der in Punkt 2 
eingefihrten Bezeichnungen verwenden. so kénnen wir die Differential- 
gleichungssysteme, welche die stationadren und transienten Erscheinungen 
‘ sowohl der synchronen als auch der asynchronen Maschinen beschreiben, 
_ in der folgenden »einen gemeinsamen« Matrizengleichung zusammenfassen : 


A ite eh a 
Bias et , (4.1) 


: Da Elemente der Induktivitatsmatrix L, welche vom Winkel ? abhin- 
_ gen, Funktionen der Zeit t sind (? = 0(t)), erhalten wir aus (4.1) nach Voll- 
ziehen der Differentiation die folgende Gleichung : 
d d d 
Ri MES F <-i+b— imu, 4,2 
i | dé | ie dt C2) 


Im weiteren werden wir bestrebt sein, die Matrizen-Differentialglei- 
chung der veranderlichen Koeffizienten (4.2) in eine Matrizen-Differential- 
gleichung mit konstanten Koeffizienten zu transformieren. Zu diesem Zweck 
suchen wir eine geeignete »Transformierungsmatrix« T, welche folgende 
Bedingungen erfiillt : 


HOY bec oa al ( 


To RAT: sp utede Letom (4.3) 
dd d 


sind alle Matrizen mit konstanten Elementen. 
Wenn wir die Gleichung (4.2) von links mit T* multiplizieren und die 
Identitat T - T* = E ausnutzen, so erhalten wir die Gleichung 


saa gi 2? 4 (7 SL or en Ce 
dé dt d. 


(eR. TT i+ [3 7 


Fiihren wir nun die Bezeichnungen 


Re kT: 


S Ee 5) 22 be eo at, 

dd 
Dyotan Gabo Wer (4.4) 
Fe aint Mecicae 


u, =T*-u 
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ein, so wird 


T* = T*..T 1-28, 
dt : dt ‘3 dé dt 
also erhalten wir die Gleichung : 
d ea WA ie 


Diese Gleichung (4.5) kénnen wir als die allgemeinste Form solcher 
Matrizen-Differentialgleichungen mit konstanten K oeffizienten ansehen, welche 
die Gleichungen der synchronen und asynchronen Maschinen gleichzeitig 
enthalt. — Die Gleichung (4.5) gilt sowohl fir Synchronmaschinen mit zwei- 
phasigem als auch mit dreiphasigem Rotor. 

Wenn wir die unter f) in Punkt 1] angefihrten Annahmen als unver- 


Petes (eI . 
anderlich angenommene Winkelgeschwindigkeit |? mit Q bezeichnen, so 


ergibt sich ? = Qt und damit 


d 
IR, +0 Pe Pe ae (3 cd a (4.5.1) 
| dt | dt 

Falls (bei Maschinen mit dreiphasigem Rotor) R und L nur aus zykli- 
schen Blécken dritter Ordnung bestehende Hypermatrizen sind, ist es zweck- 


maBig, die Matrizen R,L und 5 = Sane entsprechend (3.3) in »semikano- 


nischer« Form aufzuschreiben sowie die »endliche Fouriersche Reihe« der 
Saulenmatrizen ig, ip, ip bzw. ug, up, up nach den Eigenvektoren der zykli- 
schen Matrizen wo, w,, Ww. aufzustellen. In diesem Falle zerfallt bereits die 
Gleichung (4.2) in drei voneinander unabhiangige Matrizengleichungen, die 
nur quadratische Matrizen dritter Ordnung bzw. Saulenmatrizen mit drei Ele- 
menten enthalten. Diese 3 Matrizen-Differentialgleichungen mit verander- 
lichen Koeffizienten kénnen fiir sich in je eine Matrizen-Differentialgleichung 
mit konstanten Koeffizienten transformiert werden ; diese Methode benutzen 
wir in Punkt 6 bei Behandlung der Maschinen mit dreiphasigem Rotor. 


5. Matrizengleichung der Maschine mit zweiphasigem symmetrischem Rotor 


Im Falle einer elektrischen Maschine mit dreiphasigem Stator und zwei- 
phasigem Rotor kénnen die Koeffizientenmatrizen der in Punkt 4 abgelei- 
teten Matrizen-Differentialgleichungen (4.2) und (4.5) in dreierlei Blocktypen 
gegliedert werden: die aus den Widerstanden und Induktivitaten der Phasen- 
wicklungen des Stators gebildeten Blicke sind quadratische Matrizen dritter 
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Ordnung; die aus den Widerstainden und Induktivitaten der beiden Rotor- 
_wicklungen gebildeten Blécke sind quadratische Matrizen zweiter Ordnung ; 

die aus den Gegeninduktivititen von Stator und Rotor gebildeten Matrizen 

_ hingegen sind Rechtecksmatrizen (2 Reihen und 3 Saulen, bzw. 3 Reihen und 

2 Saulen). Weiterhin kénnen die Strom- und Spannungsvektoren (Saulenmatri- 

' zen) jeweils in eine Sdule mit drei Elementen und in eine Saule mit zwei 
Elementen gegliedert werden. 

Es ist zweckmaBig, eine geeignete Transformierungsmatrix aufzustellen, 
mit deren Hilfe es méglich wird, einerseits die Koeffizientenmatrizen in solche 
Hypermatrizen zu transformieren, die aus 3 X 3 quadratischen Blécken 

_bestehen, andererseits die Strom- und Spannungs-Saulenmatrizen in Sdulen- 
* matrizen aus 6 Elementen zu transformieren, die in 2 jeweils aus 3 Elementen 
bestehende Sadulen gegliedert werden kénnen. 

Nach Einfihrung der Rechtecksmatrix 


ve meng Wee 
1 iE 
oe" WG. 2 (5.1) 
1 1 
| een 


kann leicht bewiesen werden, daB 


T?..T, ={1 0|=E; 
jal 


ist. Weiterhin fiihren wir die Hypermatrix 
0, = <E, P) T, > T;,> (5.2) 


ein, so daB 
0; . 0, = <E,, E,, E,> 
wird. 

Mit Hilfe der in Gleichung (5.2) definierten Matrix kann die Gleichung 
einer Maschine mit dreiphasigem Stator und zweiphasigem Rotor in eine 
derartige Matrizen-Differentialgleichung transformiert werden, wo sadmtliche 
Koeffizientenmatrizen aus 3 < 3 quadratischen Blécken von jeweils dritter 
Ordnung bestehen. Ihre Strom- und Spannungs-Sdulenmatrizen hingegen 
enthalten 9 Elemente. Wenn namlich die Gleichung einer Maschine mit drei- 
phasigem Stator und zweiphasigem Rotor 


re aa! 
Ri+ (i) = (5.3) 
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ist, so kann diese Gleichung mit Hilfe von @,, in die folgende Gleichung trans- — 
formiert werden : 


@,-R-Of-0,-i+ (0, L- OF -O,-i) =Op-u (5.3.1) 
t : 


bzw. kénnen wir nach Einfihrung der Bezeichnungen 


R,=9,-R- OF 


L, = 9,-R- OF 
i, =9,-i 
u, =9,-u = 
schreiben : 
R, +i, + = (L, - ip) = up- (5.3.2) 


Diese Gleichung aber entspricht in ihrer Form bereits dem in Punkt 6 
noch naher zu behandelnden Gleichungstyp, so da sich aus der dort abge- 
leiteten Lésung i, von selbst ergibt und daher 


i = OF - i, (5.4) 
wird. 


6. Matrizengleichung der Maschine mit dreiphasigem Rotor 


Wenn wir die Eigenschaft der Koeffizientenmatrizen einer Maschine 
mit dreiphasigem Rotor ausnutzen, wonach namlich alle Koeffizienten- 
matrizen zyklisch-quadratische Matrizen dritter Ordnung sind, so kénnen 


wir die Gleichung (4.2) fiir den Fall der Maschinen mit dreiphasigem Rotor 
n folgender Form anschreiben : 


2 


‘ / , . 3 i d 4 
yA repre} X wt li os | Aan Mex Hpk | X* We We} — ib=u, 
k=0 dt 


Ee * 
Mr, Tr O Mex Apy Arp 
sr * 
Hpk O Tp . J “Dx Ar pk Ape J 


(6.1) 


wo wir die Bezeichnung der Eigenwerte der zyklischen Blécke der Koeffi- 
zientenmatrizen folgender Tabelle entnehmen kénnen : 


Block: L, Ip Ly Upp Lt, Mr Meee 


Der k-te 4 4 4 . 
Eingewert : Ak Fk Dk Fpk AFpe HEE Mp. Ming LOK 
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Ferner verwenden wir zur Bezeichnung der Eigenwerte der Derivationen 
nach @ bei den von @? abhangigen Blécken folgende schematische Bezeich-- 


nungen : 


Block : M; Mp Mt Ms 


Das 9-fache des nach # derivierten 


, , * * 
k-ten Eigenwertes : Bre Bpk  Mrk PDK 


Die Eigenwerte der zyklischen Blécke kénnen nach (3.2) errechnet wer-- 
_den. Die so erhaltenen Eigenwerte fassen wir wie folgt zusammen : 


Aang = 1a — 21 ag 
day =4ag Hla + lag 
Apo = 1p — 2 lrg 
Apy = App = |e + rg 
Apo = Ip — 2 lng 
Apr = Ape = lp + lng 
Ar po = 4Epo & 0 


ie — aise = 
Arpi = AF pi eee Apps a AF pe 7+ 3lep 


Lrg = Mo = 9 
2 5 Gd 
Pry = pg = Mp Jeos 9 + Ecos |} — 4 + € cos oe Saher Se 
2 2 OA oe 
Wh aes fly mr Joos 0 + 800s [es — oa + ecos |# + =n = —e? mp. 


Hpo = do = 9 


ahd 
Mp = Fe = ag tito 
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Die gesuchte Funktion i(t) bzw. die auf der rechten Seite von (6.1) 


stehende Funktion u(t) kann in der Form 


i (t) = i, = oe taj yA O25; (6.2a) 
foe 
ip UR; 
ip Upj 


dargestellt werden bzw. in der Form 


. 2 
u(t) =|u,y | = S| 4aj| X° Wp (6.26) 
j=0 
uF UF; 
Up Upj 
Wo 
1 : 
Laj = eeu) 1A | 
inj = wf (6.3a) 
1B) 3 OE 
; 1 : 
Dime ae "Ip | 
bzw 
uaj = an “Uy | 
1 
cage SO (6.36) 
1 
Pie aie sida 


Wenn wir in der Gleichung (6.1) an Stelle von i bzw. von u ihre laut den 
Vektoren wo, w,, W, entwickelten Darstellungen in der Form von (6.2a) baw. 
(6.2b) einsetzen und die Gleichung (6.1) von links her zuerst mit E, X + wo 
sodann mit E, x - w, und schlieBlich mit E, X - Wo multiplizieren, so zerfallt 
die Gleichung (6.1) in folgende 3 Matrizengleichungen ; 


f d 
| : ; ; 
Ta Mer Mpr bag Lael Aan Hr, pr oie Vax | =| ar); & = 0,1, 2 
*) . * : 
Me Tp O URE Men App Arp lrK UF; 
Kr . * 5 
1 uD, O Tp J Ltp,:! Hpk Ap pk Ank UDk- UpK- (6.4) 
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oder, wenn wir die folgenden Abkiirzungen einfiihren : 
Ma) = [tak] > %@=[Uar]> 
UF UFK 
“Dk Up 
3 


: eo 
eS Tr, Lenni. © PD 


| pees ; 
0 Tr 0 Pop een te lr 0 
ans 


Tp 
Re ie 
=) ae ead URC) 
alee 0 0 
0 ote 0 
0 0 foie 
Ay=| Iyatlag —elm; <e mp 
I a eS Be tcp 
ay ies 
es J Mp 3lep In + lpg 
1 Wea Wg 


so kénnen wir schreiben: 
= oe d., 
2° My) + A, - an” =u); k=0,1,2. (6.4.1) 


Es ist ersichtlich, daB die Matrizendifferentialgleichung mit Index k = 0 
des Matrizen-Differentialgleichungssystems (6.4.1) konstante Koeffizienten 
aufweist und von selbst in die folgenden 3 skalaren Differentialgleichungen 
zerfallt ; 


: a 
r:tag+ (la Lag) RAI Ap 
3 d., 
T* tro a (I; 2 Lig) j Bare a ttro \ (6.4.2.0) 


Pete, = lp — 2 Ip,) Spee = Upo- 


6 Periodica Polytechnica El II/3. 
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Die Matrizen-Differentialgleichungen mit Index k=1 und k=2 
haben veranderliche Koeffizienten. Im Einklang mit dem in Punkt 4 darge- 
legten allgemeinen Prinzip suchen wir jetzt geeignete Transformierungsmatri- 
zen @,=@ und @, = @* dritter Ordnung, welche folgende Bedingungen 


erfillen : 


0. 0* —E,; 


OF. =, - 8, O*.A,-O und po a (6.5) 
dé 


sind alle Matrizen dritter Ordnung mit konstanten Elementen. 

Wenn wir eine, die in (6.5) aufgestellten Bedingungen erfillende Trans- 
formierungsmatrix @ einfiihren, kénnen wir die Gleichung (6.4.1) im Falle 
von k = 1 und k = 2 folgendermaBen umiandern : 


(O* . =, - 0) O* - ig) + (OF - A, - O) OF. at = @* -uq), (6.4.2.1) 


(0. =,-0*)-ig +(0- A, -0*)0- + itp —@:ng-. Gao 


und da 
<0" iq) = or O* . - -iq + OF ie) (6.6.1) 
bzw 
‘9 ia) <6 . . hee 0 — i, (6.6.2) 
so fihren wir die Bezeichnungen 
zy, =O". 2,-0 


Ay = @*.A,-@ 
14) = @*. 1(1) (6.7.1) 


u(y), = O* . u(y) 


bzw. 
pea @. ae @O* 
Ay, =@-A,-O* 
ig), = O - i) (6,7.2) 


Up), = @. U(9) 


re 
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ein und kénnen dann die Gleichungen (6.4.2.1) bzw. (6.4.2.2) wie folgt schreiben: 


[Fu — 2h dd 


dO* \, de. 
O ey + Ay; ao 1(q)¢ = UQ); (6.4.3.1) 


bzw. 


d@ 
zo — QA 
| 2 ar 


A d.. 
6"| 1(2)t + No; hie = U9); - (6.4.3.2) 


Die Bedingungen (6.5) kénnen wir mit einer Diagonalmatrix 
(0) — < eine, e Ibo ; el? Sy (6.8) 


erfiillen, wo a, 8, y reelle Konstanten bedeuten. Wie aus den Bedingungen 
(6.5) folgt, miissen die Konstanten a, 8, y folgende Forderungen erfiillen : 


bay ag — 1, (6.9) 


Wir kénnen also eine der Konstanten a, f, y beliebig wahlen. Die elektro- 
technische Bedeutung der verschiedenartigen Wahl der Konstanten a und 
6 = y ergibt sich wie folgt : 

a) Im Falle von a = 0 und B = y = —1 bleiben nach der Transfor- 
mierung (6.7) die symmetrischen »Mit- und Gegenkomponenten« des Stator- 
stromes und der Statorspannung unverandert, und die symmetrischen »Mit- 
und Gegenkomponenten« der Rotorstréme und Rotorspannungen werden 
»auf den Stator transformiert«. Diese Transformation kann vorteilhaft ver- 
wendet werden, wenn auf den Stator ein elektrisches Netz geschaltet ist. 

b) Im Falle von a = 1 und f = y = 0 bleiben nach der Transformierung 
(6.7) die symmetrischen »Mit- und Gegenkomponenten« der Rotorstréme 
und der Rotorspannungen unverdndert, und die symmetrischen »Mit- und 
Gegenkomponenten« des Statorstromes und der Statorspannung werden 
»auf den Rotor transformiert«. Diese Transformation enthalt auch die soge- 
nannte Parksche Transformation [1]. 

Dem Vorhergehenden entsprechend wird 


0) he Lene, ela Eee gies. 


also 
a 3 a 
a r ot ie Pe 
it A J 9 Be J 9 D 
73. 
—j ce Ip 0 ; (6.8.1) 
~j+ 2m, 0 Tp 


6* 
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Zo = (Fu)* > (6.8.2) 
3 3 
My =| la + lag Ss a 
3 
rye Le 4. lig 31lep (6.9.1) 


pi! 3lep lpn + lpg 


Ney == Ay Ay, (6.9.2) 


d@* 


hen ——= 
ES 


3 a 
O = —j} a(ly + lag) See ae 5 gas 
oa mp (4—J(le+lrg) 3(4—Vlepd |, (6.10.1) 


3 
apene 3(a— 1)lep (a1) (lp + lpg) 
d0* ,)* 
ering -, Ay 9 ; (6.10.2) 


Wenn wir diese Beziehungen in die Gleichung (6.4.3.1) einsetzen, erhal- 
ten wir 


E : 30 ome 

ra tj 2a (la + lag) oJ Qa my oJ Qamp 1) + 
oe : 
ae OG: rpt+j2(a—1)(lp+l;¢) 3j2(a—1)Iep 


3: Sn 
al et Pe On tse rp + j 2(4—1) (Ip + Ip,) 


3 
= lt Lag rile Pano — Iq), = Uq)y- 


dt 


3 
mp Iptlrp, 31 pp 


(6.11.1) 


eee 31 ep Ip + lpg 
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Um das Obige durch ein einfaches Anwendungsbeispiel vorzufiihren 
nehmen wir an, daf: 


Lat lag= lp + lpg=Ip +1p, =L; (6.12.1) 
3 3 
ee > eo (6.12.2) 


So, kénnen wir unter Beriicksichtigung der in den Gleichungen (6.12.1) und 
(6.12.2) enthaltenen Vernachlassigungen die Gleichung (6.11.1) in der folgen- 


den vereinfachten Form schreiben: 


L M M 
crastestod $50] 0M (a—1)L (a—1)M 
(a—1)M (a—1)M (a—1)L 


iq + (6.13.1) 


d, 
+ C(L, M,M) Fie == (1); 


Auf ahnliche Weise kénnen wir aus der Gleichung (6.4.3.2) die folgende 
Beziehung erhalten : 


| L M M 
crastesro> 0) 0M (a—1)L (a—1)M 
| (a—1)M (a—1)M (a-J)L 


i + 


| 


d., 
+ C(L, M, M) os i(9); = Wp) « (6.13.2) 


Zunachst wollen wir uns mit der Gleichung (6.13.1) beschaftigen. Wir 
fihren die Transformierungsmatrix 


Pn tabei al 
Wa=75 rhe: (6.14.1) 
a 


ein (natiirlich ist W-W* = E), mit deren Hilfe wir die Gleichung (6.13.1) 

folgendermaBen schreiben kénnen : 

L M M 

W ira, tr>tp> W*+j2W|(a—1)M (a—1)L (a—1) M| W*) Wig + 
(2—1)M (a—1)M (a—1)L 


fr 
+W.C(L, ee MON: 
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Nach Einfiihrung der Bezeichnungen 


i(1); = Wig 
ua)s = Wuq); (6.14.2) 


und 
Ro=rattr+rp 


Ry =ratétp+eérp 
R,=r,aterp+eérp (6.14.3) 


erhalten wir aus der Gleichung (6.13.1) die Beziehung 


_g [Ga-2)(L+2M) L—M L—M 
CR eR Ree os L+2M~ (3a—2)(L-M) L—M igs + 
L+2M L—M  (3a—2)(L—M)}} 


dv; 
1k Lop 2M, DM ee 


Wenn wir die Gleichung mit der Diagonalmatrix 


1 1 1 


OP a OUS ede IE 


multiplizieren und die Bezeichnung 


ag 1 i il SS 
we = ra eo Was , s 14.4 
VE NT 2M Lo Mo De ee Oe 
einfiihren, so ergibt sich 
io dt ae "349 LM L—-M7) 
L+2M L+2M L+2M L+2M L+2M 
1 R R R S21 LIM 
) ae | oe eee Mas 
EY pe BU iia ih Thee 3° Tani Qs 
Ree L+2M : 
| OL SMG ae L_—M eae 
d. 
Ag) s = AG)e (6.15) 


dt 


; 
q 


4 
4 
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Fuhren wir nun noch die Transformierungsmatrix 


bs JE AIM L—-M L—M\. 
SLM P42 oM- baum 


ein und verwenden die folgenden kurzen Bezeichnungen : 


A. i(q)s == i()o 
A. UGQ)¢ = 0G)c> (6.16) 


so kénnen wir mit ihrer Hilfe die Gleichung (6.15) folgenderma®en abandern : 


ip) oa Ae 
E+2M L—M L—M 


1 R R R 7 Q d. 
. . 1 + 7 € (3a —2, 1. nent W(y)o = U(q)o - 


Sila OMtL MLM 
R, R, aie Ro 
| L+2M L—~M L—M ; : (6.17) 


Wenn wir jetzt die Gleichung (6.17) mit der Matrix W* von links her 
multiplizieren und 
iy, = W* - igyo 


Uq)r = W* - uo (6.18) 


einfiihren, erhalten wir aus (6.17) die Gleichung : 


(fs fa L+M RAS M pareer M 

L—M Li 2M L—M L+2M L—M L+2M 

} Ip M Ip L+M mel F M a 
L—M L+2M E—M L+2M L—M L+2M 
Fy M ot To ee To b+ MM. 
L—M L+2M L—M L+2M L—M L+2M _ 

oer 
Co eae (6.19) 


Fiihren wir noch die Transformierungsmatrix 


H=<\rprrp ‘ Vist > \ratr> 
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und die Bezeichungen 
iyo = H- ig) 


Ugo — H- uy): (6.20) 
ein und multiplizieren die Gleichung (6.19) von links her mit H, so gelangen 
wir unter Anwendung der Identitat H-!-H =E zur nachfolgenden Glei- 
chung (in dieser ist das erste Glied des Koeffizienten iq), bereits eine symmetri- 
sche Matrix, da wir ja das erste Glied des Koeffizienten iqz),, in der Gleichung 
(6.19) von links her mit H und von rechts her mit H+ multipliziert haben) : 


( rea Lei rare M Vrars ; M 
L—M L+2M L—M L=2M L—M G+2M 
Vrere MEP: rr OL ME Vr.rs M 4 
An Don GEM LIM r=—M £.4-2M 
= Vrarp M ig Vrerp ; M Tp L+WM 
Laie IE GRRE L—M L+2M L—M._ L+2Miaa 

| ees 
ji<a,a— 1, a—ie> pdb oe TES (6.21) 


Untersuchen wir jetzt den Fall a= 1, der die sogenannte Parxsche 
Transformation enthalt [1]. In diesem Fall kénnen wir die Eigenwerte und 
Eigenvektoren der Koeffizientenmatrix iq) auf folgende Weise gewinnen : 

Zuerst bestimmen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren der Koeffi- 
zientenmatrix unter der Annahme, daf r4 = 0 und rp $ rp ist. Dabei bezeich- 


. 5 . . 0 ° . . 
nen wir die Eigenwerte mit » und die Eigenvektoren mit eS, und erhalten : 


We aay (2 
Hf =| TF ples: = De Lee L+M : 
ie Mee 2 T+ Ma, oe hee 
p= [14 ; M eee a 
pe (ren) 
1 = 
Hf =| SEED) Spe ge |e (6.22) 
— M 2. L—M Y DC+A2M 
sowle 
CS lads 
0 (6.23) 


—— 
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es 0 (ae Eee 0 POs Ph ! 
i ye—1 fa + ei 
= el (€ +1)? 
Bel 1 
ctl 


Im Falle wenn r4 #0, (re rp), aber r4 im Verhialtnis zu r; und 
rp einen verhaltnismaBig kleinen Wert darstellt, kénnen die Eigenwerte der 
Koeffizientenmatrix in der Form 


vy, = vO 4 Ay, 
Y= VO + Ay, 


vy, =v + Ar, 


s 


gesucht werden. In diesem Falle kénnen fiir 4»; die folgenden annahernd 
genauen Gleichungen gewonnen werden : 


oe TA LM SS A pene 
L—M L+2M 2 (L— M)? |L+2M 
pee On TA a ot) Me ie aa 
Q(L — M)*? | 2(rp — rr) (L + 2M) é 
ae Te Tp(L — M) —_ (trtrp)L ‘ 
(tp —re)(L-+2M)—  2(L+2M) 
Av, = — Ar, 


(Den Wert von & siehe weiter oben.) 

Wenn wir die imaginiren Glieder im VerhAltnis zu den reellen Gliedern 
vernachlassigen, erzielen wir fir die Eigenvektoren folgende Naherungsglei- 
chungen : 

ra(L+M) 
(L — M)(L+ 2M) 


Vv, 2) + 


Vp cz vO) 
V, = VO). (6.24) 
In diesem Falle erhalten wir (abgesehen von kleinen GréBen zweiter 
bzw. héherer Ordnung) fiir die Eigenvektoren die Ausdriicke 
e, = e 
Cy cf 


Bee (6.25) 
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Im Falle, wenn ry -40, aber rr = rp = R ist, kénnen wir die Eigen- — 


werte der in der Gleichung (6.21) vorkommenden Koeffizientenmatrix i), 
wie folgt erhalten (es ist zweckmabig, den unmittelbar errechenbaren Eigen- 


R 
‘wert mit »; zu bezeichnen): %3 = FV aaT 3 (6.26.1) 


die Eigenwerte v, und ¥, sind hingegen die Wurzeln der Gleichung 


a — (724 r,(L+M) R-L : 
(L—M)(L-+2M) | (L—M)(L+2M) 
+72 se 4 AR ee 


(L—My(L4+2M)  (L—MP(L 22m) 


Wie oben untersuchen wir zunachst den Fall r4 = 0. Dabei ergeben 
sich die Eigenwerte in derselben Reihenfolge wie vorhin : 


yrs 
a x 1WAdh 
(L — M)(L-+2M) 
R 
yo) — 2 2 
p= (6.27) 
die Eigenvektoren jedoch erhalten wir wie folgt : 
= 1 
0 
1 
roy SS 0 
2 V2 
il 
ce? = —_ 0 
3 y2 
ik (6.28) 


Wenn r, 0, aber der Wert von ra gegentiber den Werten von rr 
= Tp = Rein verhiltnismaBig kleiner Wert ist, verandert si 
3 nicht, die Eigenwerte , 
Form suchen : 


ch der Eigenwert 
und y, jedoch kénnen wir gleichfalls in folgender 


Y= 2 + Avg (6.29.1) 
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und erzielen dadurch, daB 


jell & ¥ j2r, RL—M) 
jy, = C= MEE IM) FLMC LAM) 6.99 
hee ae, ; 
‘ Q2(L — M)(L + 2M) 
Ay =] r, RM (L— M) 


RL 


ee ey ae Te rener © Ary Eee on 


- wird bzw. wie oben unter Vernachlassigung der imaginaren Glieder 


r4(L+M) 


Ay, = 
(LM) (+ 2M) 
Av, =0, (6.29.3) 
c= : s il 
ie 
J+ 
cs 
Z 
ital 
2 — 
Co = 4 y 
+e 
1 
Cy — = 
y2 
Ul 
ee inie (6.30) 


wo der Wert der Konstante y als eine Wurzel der folgenden Gleichung zweiten 


Grades erscheint : 


\r,R M - -O (r, — R)(L+ M) RM Rr 
apo a a tM) | (LM) (E+ 2™), 
eee ae = sg: (6.31) 


Voi tM 
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Sobald die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix der Gleichung (6.21) © 
bekannt sind, kann die Gleichung (6.21) in der folgenden Form geschrieben 


werden : 


[ers Ca, C30] <> Yo> %e> | CT | tae + Pane = UYy)o 


bzw. von links her mit der Matrix 


«x | __ Gx 
Cee (ale 


multipliziert : 
S* igo = Cer et 60) ) © Kanara 


t 
+ i Ce Ge 2 Eg OS S* ayyede) ee (6.32) 
0 


Da wir aber iq),, aus der eigentlichen Unbekannten, namlich aus ig, 
durch die Transformationen (6.7.1), (6.14.2), (6.18) und (6.20) gewonnen 
haben, kénnen wir unter Einfithrung der Abkirzung 

L—M 


= 6.33 
s L+2M ( ) 


schreiben : 
] 1 es 1 1 1 
2 ap 9 ar W sc 5 << — 
Jo Yo Lee Vretp Vrarp Vrare 7 t 
= Digyo (6.34.1) 


ig) = <e/, 1,1) W* < Vo 


und ferner, gleichfalls unter Beriicksichtigung der Transformationen (6,7.1) 


(6.14.2), (6.18) und (6.20) : 


ae = (rer Tp» \ra Tp» \rar; te WK Yo, ra = 
ee 


1 1 
USD MAT on iuee ree — 1, 1>uq) = Guq). (6.34.2) 


Unter Verwendung der Beziehungen (6.34.1) und (6.34.2) ergibt sich: 
ig) —Dps ve es et . ets S* D-1tigy 0 ++ 


t 
+ YDB eae 
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Durch Einfiihrung der Abkirzungen 
Be DSce- ere 6 SED (6.34.1) 
und 
V=DSce"! ©) ee) eo ‘S*G (6.34.2) 
- erhalten wir 
t 
iq) = Figo + | Yuq (t) d(x). (6.35) 
0 
Auf Grund von (6.33) sowie von (6.34.1) und (6.34.2) finden wir: 
Dp Oe eae ks 2ie g¢— 1 2/8 o—1 2/0 
3 o Vrerp Vr, Tp Vr, Tr 
o—l1 2+ o o—1 
\rerp Vrarp \rarp 
il Om ll oe Ait Oe 
= Vrerp awe Vrarr 
bzw 
1 1 ; je i 
7. eyo (1 + 20) |rprpe (le= 0) \Vrerp ( —0)\rprp 
(lI—o) Vrarpe% (1420)\rarp (1—9)/rarp 
(Leo) > irarp eo) (lc) Vrarp’ (1 -+-20)\rare 
sowie : 


Ce i 
V(~ + 2M) (L — M) 


Cee lA 


Im weiteren beschranken wir uns auf den Fall, da®B r,4 0, aber der 
Wert von r, gegeniiber den Werten von rf und rp verhialtnismafig klein ist. 
Dann ergibt sich auf Grund der Gleichungen (6.23) und (6.25) : 


S=n 


(6.25) 


(6.36) 
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Zusammenfassung 


Zweek vorliegender Arbeit ist die Untersuchung der stationaren und iieaeprersc 
ginge von elektrischen Dreiphasenmaschinen durch Anwendung einiger neuerer Ergebnisse 
atrizentheorie. ; 
eed Die Differentisigieiekangen der Stator- bzw. Rotorwicklungen der Wechselstrommaschi- 
nen sind im Falle konstanter Drehzahl in eine lineare Matrizendifferentialgleichung mit variabler 
Koeffizientenmatrix zusammenfaBbar [s. (4.2.)]. Die Matrizendifferentialgleichung ist durch 
Anwendung der in (4.3) definierten Transformationsmatrix T in eine Matrizendifferential- 
gleichung mit konstanter Koeffizientenmatrix transformierbar [s. (4.5) bzw. (4.5.1)]. Die Lésung 
dieser Matrizendifferentialgleichung ist in einer friiheren Arbeit eines der Autoren gegeben. Im 
Falle einer raumlichen zyklischen Symmetrie der Wicklungen sind die Lésungsformeln zur 

numerischen Berechnung besonders geeignet. 
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